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Il presente lavoro di tesi, svolto in collaborazione con Avio Propulsione Aerospaziale 
S.p.A., consiste nell’analisi e comprensione degli effetti di bordo presenti durante 
l’ingranamento tra coppie di ruote dentate cilindriche con riferimento particolare per quelle a 
denti dritti. Questo fenomeno è attualmente poco considerato perché la quasi totalità degli 
ingranaggi possiede una bombatura sul fianco del dente che impedisce il verificarsi della 
condizione di contatto completo, inoltre la normativa in materia prevede l’uso di fattori 
sperimentali per la progettazione. 
In questa trattazione sono esaminati gli effetti di bordo in tre situazioni differenti: 
• ingranamento tra ruote con superfici libere allineate dello stesso materiale; 
• ingranamento tra ruote con superfici libere non allineate; 
• ingranamento tra ruote con superfici libere non allineate in presenza di un 
raccordo d’estremità. 
In ciascuno studio si è passati ad una modellazione equivalente del problema in analogia 
alla teoria di Hertz. Nel primo caso è stato usato un approccio numerico F.E.M. con la finalità 
principale di identificare le grandezze fisiche significative del fenomeno. Nella seconda parte 
è stata presa in esame in primo luogo una possibile semplificazione bidimensionale del 
problema, successivamente si è proceduto all’estensione dei risultati ottenuti al modello 3D. 
Nell’ultima parte infine, è stata analizzata l’influenza di un raccordo sulla pressione di 
contatto in prossimità del bordo. 
Il risultato principale ottenuto è rappresentato da una relazione numerica approssimante 





The present work of thesis has been carried out in collaboration with Avio Propulsione 
Aerospaziale S.p.A. and it consists in the analysis and understanding of the edge effects 
during gear set meshing with particular reference for spur gears. This phenomenon is 
currently little considered because almost the totality of gears shows a lead crown on the 
flank of the tooth that prevents the condition of complete contact. Moreover the normative 
requires the use of empirical factors for designing.  
In this dissertation  will be examined the edge effects in three different situations:  
− meshing between gears with free planes aligned of the same material;  
− meshing between gears with free planes not aligned; 
− meshing between gears with free planes not aligned in presence of an extremity 
connection. 
 In every study it has been formulated an equivalent model of the problem in analogy to 
Hertz theory. In the first case it has been used a numerical approach F.E.M. with the main 
purpose to identify the meaningful physical variables of the phenomenon. In the second part it 
has been considered first, a possible bidimensional simplification of the problem, second an 
extension of results obtained is proposed toward the model 3D. Finally, it has been analyzed 
the infuence of a connection on the contact pressure near the edge. The main result obtained 
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Il presente lavoro di tesi si inserisce nell’ambito della collaborazione tra il dipartimento di 
costruzioni meccaniche, nucleari e della produzione DIMNP ed AVIO S.p.A. inerente la 
progettazione e ricerca avanzata di ingranaggi per applicazioni aeronautiche. 
La progettazione tradizionale di ingranaggi è effettuata seguendo l’approccio della 
normativa. Nell’ottica di ottenimento delle migliori prestazioni questa metodologia si rivela 
poco efficace, infatti a fronte della semplicità e velocità di calcolo si ottiene un risultato 
spesso inaccettabile nell’ambito delle applicazioni aeronautiche.  
La realizzazione di soluzioni innovative nonché la verifica delle caratteristiche delle ruote 
dentate attualmente procede sinergicamente su due strade tra loro collegate e complementari: 
• analisi numeriche con software dedicati (es. Helical 3D®) e FEM (es. Ansys®); 
• prove sperimentali su banchi speciali. 
Nella trattazione seguente sono analizzati gli effetti di bordo presenti nella trasmissione di 
potenza mediante ingranaggi cilindrici  in relazione al fenomeno del contatto non conforme 
caratterizzante questo tipo di accoppiamento meccanico.  
Solitamente gli effetti di bordo non vengono considerati in fase di progettazione 
fondamentalmente per due ragioni: 
1. notevole complessità del problema dovuta alla natura tridimensionale del 
fenomeno che impedisce l’uso di modelli semplificati; 
2. presenza della cosiddetta “bombatura” sulla linea del fianco del dente nella 
direzione parallela all’asse di rotazione della ruota. Questa caratteristica 
geometrica di fabbricazione è prevista principalmente per compensare gli errori 
di disallineamento tra gli assi della coppia di ruote inevitabilmente presenti per 
questioni tecnologiche  o più in generale tutta la catena di tolleranze di 
montaggio e di funzionamento del sistema; introducendo una curvatura 
aggiuntiva rispetto al piano ideale di contatto, non solo si garantisce la 
condizione di contatto coniugato ma si evita di avere un contatto completo che 





1.1 Strumenti di analisi numerica 
Nella trasmissione di potenza mediante ingranaggi, un aspetto poco considerato ma di 
notevole interesse è sicuramente il problema degli effetti di bordo nel contatto tra i denti. 
Storicamente il problema del contatto è stato studiato la prima volta da Hertz, 
successivamente si è addirittura sviluppata una branchia della meccanica che si occupa di 
questo fenomeno denominata meccanica del contatto. Attualmente per l’analisi del problema, 
oltre all’ormai classico metodo degli elementi finiti sono nati software dedicati che si 
avvalgono dei risultati teorici di problemi noti in forma chiusa. Helical 3D®, sicuramente uno 
dei software più avanzati nello studio degli ingranaggi affronta il fenomeno del contatto con 
un approccio ibrido interfacciando una soluzione analitica nota (adottata nella zona prossima 
al contatto) con una soluzione FEM che caratterizza invece il corpo ruota. Il principale 
vantaggio del software consiste nella riduzione dei tempi di elaborazione della soluzione visto 
che si riescono ad eliminare le non linearità che caratterizzerebbero il contatto in un modello 
agli elementi finiti evitando così un notevole dispendio di tempo dovuto ai processi iterativi. 
Di contro però, oltre al fatto che l’utilizzo resta limitato alla particolare applicazione, il 
software porta con sé i limiti della soluzione analitica, in particolare le zone di estremità non 
sono adeguatamente caratterizzate. 
Le procedure numeriche che sfruttano i risultati teorici della meccanica del contatto si 
avvalgono principalmente della soluzione di Bousinnesq Cerruti [1,5] grazie alla sua relativa 
semplicità di implementazione in un dominio finito come il rettangolo di una superficie 
suddivisa da una griglia. Il procedimento consente di ricavare lo stato di tensione e di 
deformazione in un intorno della zona di contatto. Le ipotesi di base nell’uso della teoria si 
possono riassumere essenzialmente come segue: 
? dimensioni del contatto piccole rispetto ai raggi di curvatura locali dei corpi 
indeformati; 
? ogni corpo è assimilabile ad uno spazio elastico seminfinito contornato da una 
superficie piana (half space condition); 
? stato piano di deformazione (in particolare per le ruote dentate si considera 
deformazione estensionale nulla nella direzione parallela all’asse). 
La seconda ipotesi permette una notevole semplificazione delle condizioni al contorno, è 
da notare inoltre come essa implichi la condizione di stato piano solamente nel caso in cui la 
sollecitazione sia applicata uniformemente nella direzione di deformazione nulla. 
Nel rispetto di queste condizioni si ottengono delle analisi molto accurate comparabili con 
un modello agli elementi finiti, viceversa il risultato sarà privo di significato fisico. 
Con l’avvicinarsi alle zone di estremità si ha un progressivo indebolimento delle ultime 
due ipotesi, in prossimità del bordo il corpo presenta una ulteriore superficie di contorno 
quindi non può essere più assimilato ad uno spazio seminfinito ma al più sarà considerato 
come un quarto di spazio (quarter space condition). Helical 3D® non consente allora 
un’appropriata rappresentazione del fenomeno riportando risultati del tutto inaccettabili. In 
letteratura il problema degli effetti di bordo è affrontato in diversi modi, nello studio che 
segue in parallelo alle situazioni che via via si presentano sono analizzati criticamente anche 
vari metodi proposti. 
 
1.2 Descrizione dei casi presi in esame 
Ipotizzando idealmente che gli assi delle ruote accoppiate non presentino alcun 
disallineamento, si possono distinguere due situazioni: 
1. Accoppiamento tra ruote con medesima larghezza di fascia le cui superfici di base 




2. Accoppiamento tra ruote a differente larghezza di fascia o ruote a larghezza uguale 
con superfici di base parallele ma non giacenti sullo stesso piano caratterizzate quindi 
da una distanza di “offset”. 
Il primo caso può essere considerato come una condizione particolare del secondo, la sua 
classificazione indipendente consente di utilizzare un approccio diverso nello studio del 
problema per cui merita di essere trattato a sé. E’ inoltre evidente come esso rappresenti una 
forte idealizzazione della realtà in quanto in pratica nella fabbricazione delle ruote per 
questioni tecnologiche saranno sempre presenti delle diversità anche tra due componenti 
nominalmente uguali. Nella trattazione che segue è mostrata l’analisi di ciascun caso con 
particolare riferimento alla comprensione del fenomeno fisico sia da un punto di vista 
strettamente teorico sia con l’ausilio di strumenti di simulazione numerica, in particolare 
adottando il metodo degli elementi finiti.  
Nel secondo capitolo è preso in esame il comportamento di un cilindro a lunghezza finita 
appoggiato su un piano rigido del quale si analizzano in maniera esclusivamente numerica 
l’andamento della pressione di contatto all’estremità libera, la sovraelongazione percentuale e 
l’impronta di contatto ancora all’estremità libera. 
Il terzo capitolo tratta invece un modello di rappresentazione di ruote accoppiate con 
superfici di base sfalsate e si compone di due parti:  
1. nella prima si prova a costruire un modello bidimensionale semplificato del 
problema usando un approccio teorico supportato da una seguente analisi 
numerica; 
2. nella seconda è preso in esame un modello tridimensionale più complesso al quale 
si cercano di estendere i risultati ottenuti nella prima parte ancora con un supporto 
numerico di simulazioni agli elementi finiti. 
Infine nel quarto capitolo si analizza l’effetto della presenza di un raccordo d’estremità 
sull’andamento della pressione di contatto e si valutano in maniera qualitativa le dipendenze 
tra il valore del raggio di raccordo e i parametri caratteristici della teoria di Hertz compreso un 




2 CONTATTO TRA RUOTE CON SUPERFICI DI BASE 
ALLINEATE 
2.1 Descrizione  del problema 
Il primo caso considerato è quello di ingranamento di ruote dentate cilindriche a denti 
dritti con superfici di base allineate (figura 2.1). 
  
 
Figura 2.1 - Ruote dentate cilindriche a denti dritti con superfici di base allineate 
 
Per comodità si suppone che le ruote presentino stesse caratteristiche geometriche 
(modulo, numero di denti, diametro primitivo, ecc.) e costitutive (modulo di Young, Poisson 
ecc.), in altre parole che siano identiche.  
In analogia alla teoria di Hertz è possibile ricondurre il contatto tra i denti delle ruote al 
contatto tra cilindri con opportuno trasferimento delle caratteristiche di curvatura e modulo di 
elasticità. Grazie alle ipotesi suindicate è inoltre possibile operare un’ulteriore semplificazione 
considerando il contatto di un cilindro su un piano rigido [1].  
Al fine di conoscere lo stato di tensione nella zona di estremità con particolare interesse 
per l’andamento assiale della pressione di contatto si è eseguita un’analisi agli elementi finiti 
con Ansys®.   
2.1.1 Modellazione agli elementi finiti 
Il modello considerato prevede un semicilindro elastico appoggiato su un piano 
infinitamente rigido; alla superficie piana del semicilindro è assegnato uno stato di 
spostamento iniziale (far field condition), mentre il piano è vincolato rigidamente in modo da 
non subire spostamenti. Il modello presenta inoltre due piani di simmetria nei confronti della 
sollecitazione applicata e della geometria, questo consente di studiare solamente un quarto di 




tridimensionale del problema gli elementi usati per la rappresentazione del cilindro sono i 





CONTATTO CILINDRO - PIANO                                                       




Figura 2.2 - Modellazione del problema in analogia alla teoria di Hertz. 
 
Per  caratterizzare il contatto sono stati usati gli elementi “contact” sulla superficie 
laterale del cilindro nella zona prossima al contatto e gli elementi “target” sul piano rigido. 




Figura 2.3 - Mesh ottimizzata per lo studio del contatto. 
2.1.2 Risultati dell’analisi 
Un precedente studio sugli ingranaggi [3] aveva evidenziato un andamento della 




1. pressione costante sufficientemente lontano dai bordi pari a quella calcolabile 
teoricamente con un modello plane strain; 
2. pressione d’estremità inferiore rispetto al valore di centro; 
3. lieve sovraelongazione nel passaggio tra il bordo e il centro. 
A causa della grossolanità del modello realizzato principalmente per altri scopi non era 
possibile classificare quantitativamente l’entità delle ultime due caratteristiche.  
Le prove svolte hanno quindi posto una attenzione particolare agli aspetti appena elencati. 
Sfruttando ancora  un risultato ottenuto in [3] è stato possibile partire con una mesh 
ottimizzata per il fenomeno del contatto (figura 2.3).  
Nelle figure che seguono sono riportati i risultati dell’analisi, in particolare è possibile 
notare: 
• forti gradienti di tensione tipici del fenomeno del contatto (figura 2.4); 
 
Figura 2.4 - Mappa della tensione normale σyy. 
 
• andamento Hertziano della pressione lontano dal bordo (figura 2.5); 
 
 
Figura 2.5 - andamento della pressione nella zona di contatto e in una sezione in stato piano 
di deformazione. 
 
• andamento delle tensioni normali congruente con l’ipotesi di stato piano di 

















































































Figura 2.6 - andamento delle tensioni normali lungo la generatrice in contatto sul piano di 
simmetria. 
 
• pressione di contatto caratterizzata dagli elementi menzionati precedentemente in 




































2.2 Analisi di convergenza 
Dopo la verifica della coerenza dei risultati, sono state eseguite ulteriori simulazioni al 
fine di verificare la convergenza della soluzione con particolare riferimento ai parametri citati. 
Le caratteristiche geometriche e costitutive del cilindro modellato ovviamente non hanno 
subito cambiamenti al variare dell’infittimento della mesh, di seguito si riportano i valori 
scelti: 
 
- R = 10 mm  raggio del cilindro; 
- L = 35 mm  lunghezza del cilindro; 
- E = 210000 N/mm2 modulo di Young dell’acciaio; 
- NI = 0.3  modulo di Poisson;   
- NDIV = 20  numero di divisioni di base; 
- NDIVL = 30  numero di divisioni in senso assiale; 
- SPACE = 1/30 fattore di incremento della mesh in direzione assiale; 
- SP = 0.2  spostamento imposto (far field condition) [mm]; 
- ER1 = 1  primo livello di rifinitura; 
- ER2 = 2  rifinitura nella zona di contatto; 
-  b = 1.3   stima della semilarghezza dell’impronta con il modello di Hertz; 
- F1 = 3 · b  larghezza della prima banda di infittimento; 
- F2 = 2 · b  larghezza della seconda banda. 
 
L’analisi ha riguardato sette combinazioni dei parametri inerenti la mesh, variati via via in 
modo da migliorare la  qualità complessiva del modello. Nella tabella sottostante (tabella 2-1) 
sono riportati i dati utilizzati e contestualmente anche i valori assoluti della pressione 
massima, pressione di plane strain e pressione di bordo ottenuti. 
 
Identificativo Prova 1 2 3 4 5 6 7 
NDIVL 30 50 60 60 100 100 100 
1/SPACE 30 50 60 100 200 200 250 
ER1 1 1 1 1 1 2 2 
ER2 2 2 2 2 2 2 2 
Pressione 
Massima 
12770 12813 12808 12806 12784 12782 12781 
Pressione di Plane 
Strain 
12721 12766 12761 12759 12737 12735 12734 
Sovraelongazione 
di pressione % 
0.38519 0.368165 0.36831 0.368367 0.369004 0.369062 0.369091
Pressione di Bordo 7533.6 7124.4 7041.3 6954.1 6879 6881.3 6871 
Differenza % tra il 
bordo e Pl.Strain 
-40.7782 -44.1924 -44.8217 -45.4965 -45.992 -45.9654 -46.0421
Tabella 2-1 – Report dei parametri utilizzati per l’analisi di  convergenza 
 
Nelle figure che seguono (figura 2.8, figura 2.9, figura 2.10) sono mostrati i risultati in 
forma grafica. Si possono distinguere due tipologie di diagrammi: 
o quelli che riportano i valori assoluti delle pressioni al fine di valutare la 
stabilizzazione dei valori stessi; 
o quelli che riportano le variazioni relative in forma percentuale tra parametri 
significativi. 
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Figura 2.8 – studio di convergenza dei valori caratteristici di pressione 
 
2.2.2 Convergenza della variazione percentuale delle pressioni 
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Figura 2.9 – studio di convergenza della variazione % di pressione tra il bordo e la 





2.2.3 Convergenza della sovraelongazione percentuale 
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Figura 2.10 – studio di convergenza sulla sovraelongazione percentuale 
2.2.4 Commento ai risultati 
Ciascuna caratteristica ha mostrato un andamento asintotico progressivamente con il 
miglioramento della mesh, è quindi più che ragionevole affermare che i valori reali siano 
compresi in un intorno piccolo dei risultati corrispondenti all’identificativo prova numero 7. 
Verificata la convergenza, possono essere fatte alcune considerazioni: 
• la pressione di bordo è quella che risente maggiormente della qualità della mesh, 
ma questo era prevedibile visto che sono preponderanti gli effetti 3-D 
caratterizzati da forti gradienti in tutte le direzioni (quindi per essere rappresentati 
adeguatamente necessitano di un buon grado di infittimento); 
• la diminuzione marcata di pressione all’estremità è spiegabile fisicamente notando 
che il materiale al bordo ha una maggiore possibilità di espandersi, questo 
comporta uno stato di tensione meno intenso e una conseguente ridotta impronta 
di contatto associata; 
• l’uso di un modello di stato piano di tensione per caratterizzare le zone di bordo 
suggerito da alcuni (ad esempio [1]) sotto l’ipotesi di impronta di contatto costante 
(pari a quella hertziana) tenderebbe a sovrastimare la pressione all’estremità di 
una quantità notevole, prevedendo una diminuzione solamente di circa 9 % contro 
circa il 46% ottenuto dalle simulazioni; 
• il parametro più interessante ai fini della resistenza strutturale, ovvero la 
sovraelongazione %, è risultata essere al di sotto di mezzo punto percentuale 
quindi non particolarmente significativa ai fini della progettazione visto che i 
coefficienti di sicurezza offrono margini ben più consistenti rispetto al valore di 
tensione massima nominale; 
• la differenza notevole rispetto ai risultati riportati in [3] è dovuta alla grossolanità 





2.3 Andamento della pressione di bordo al variare di ν 
Il passo successivo nella comprensione del fenomeno è stato quello di investigare sul 
comportamento della pressione di contatto all’estremità del cilindro al variare della grandezza 
costitutiva ν. La scelta di questo studio è derivata da un’osservazione di natura fisica ovvero 
dal fatto che sul bordo la mancanza di tensioni in direzione parallela all’asse del cilindro non 
consente di mantenere la condizione di stato piano di deformazione ed allora il cilindro è 
libero di espandersi. L’espansione poissoniana induce un rilassamento delle tensioni di 
contatto all’estremità, quindi da un’analisi qualitativa si può aspettare che la diminuzione di 
pressione al bordo sia tanto maggiore quanto maggiore è il modulo di Poisson ν. 
Anche in questo caso è stata eseguita una campagna di prove in cui sono stati monitorati i 
principali parametri già identificati dallo studio di convergenza: 
1. pressione in zona di ipotesi plane strain; 
2. pressione di contatto all’estremità; 
3. pressione massima. 
Il modello utilizzato è l’ultimo dell’analisi di convergenza ovvero quello che presenta la 
qualità complessiva più elevata. Sono state effettuate sei prove con la stessa geometria 
definita in precedenza e con parametri costitutivi e di modello riportati in tabella 2-2.  
 
Identificativo Prova 8 7 9 10 11 12
NDIVL 100 100 100 100 100 100
1/SPACE 250 250 250 250 250 250
ER1 2 2 2 2 2 2
ER2 2 2 2 2 2 2
ν 0 0.3 0.4 0.45 0.49 0.499
Pressione Massima 11668 12781 13690 14361 14920 15078
Pressione di Plane Strain 11668 12734 13628 14293 14826 14997
Sovraelongazione di pressione 
% 0 0.369091 0.454946 0.475757 0.634021 0.540108
Pressione di Bordo 11668 6871 4355 2827 1392.3 1070.8
Differenza % tra il bordo e 
Pl.Strain 0 -46.0421 -68.0437 -80.2211 -90.6091 -92.8599
Tabella 2-2 – Report della campagna di simulazioni per determinare il legame tra la 
pressione di contatto al bordo ed il modulo di Poisson 
 
In tabella sono anche riportati i risultati numerici  dei parametri caratteristici ed alcune 
elaborazioni significative come la sovraelongazione % e la differenza di pressione tra il bordo 
e in zona plane strain sempre in termini percentuali. 
2.3.1 Commento ai risultati riportati in forma grafica 
 Gli andamenti possono essere compresi più agevolmente osservando gli stessi risultati in 
forma grafica riportati nelle figure che seguono, in particolare si può notare che: 
- la pressione massima e quella in ipotesi di plane strain aumentano all’aumentare 
del modulo di Poisson mentre si ha un comportamento opposto da parte della 
pressione di contatto all’estremità (figura 2.11). Questo risultato è facilmente 
comprensibile se si pensa che la sollecitazione esterna complessiva applicata al 
cilindro (far field condition in termini di spostamento) risulta costante nelle varie 
prove, quindi anche l’integrale della pressione lungo l’impronta deve rimanere 
costante; da ciò discende che se la pressione al bordo diminuisce, lontano dalle 
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Figura 2.11 – andamento delle pressioni più significative al variare di ν 
  
- la sovraelongazione % mostra un andamento crescente con ν (figura 2.12) a meno 
dell’ultima prova in cui è ν = 0.499, ma proprio questo  risultato è fortemente 
influenzato da problemi di natura numerica visto che il modello ad elementi finiti 
usato da Ansys® non contempla un modulo di Poisson pari a 0.5 (a causa del fatto 
che alcuni termini a denominatore si annullano dando origine ad una divisione 
impossibile) e man mano che si tende a questo valore gli errori commessi 
aumentano più che linearmente. E’ comunque da osservare che la 
sovraelongazione si mantiene sotto lo 0.7 % per cui la sua importanza in termini 
relativi risulta scarsa e valgono ancora le considerazioni fatte precedentemente per 
lo studio di convergenza. 
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- la pressione di contatto al bordo diminuisce sensibilmente all’aumentare del 
modulo di Poisson (figura 2.13) risultando quasi nulla per materiale 
incomprimibile (condizione che si traduce in termini numerici con ν = 0.5) mentre 
per ν nullo si ha una pressione costante lungo la direzione parallela all’asse del 
cilindro visto che non si ha nessuna espansione e contemporaneamente vale la 
condizione di stato piano di tensione e stato piano di deformazione (sia la tensione 
che la deformazione principale in direzione parallela all’asse sono pari a zero). 
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Figura 2.13 – variazione di pressione di contatto % in funzione di ν 
 
 
2.4 Confronto tra il modello FEM e la teoria di Hertz 
Al fine di stimare l’incertezza dei risultati numerici ottenuti è stata eseguita una serie di 
ulteriori prove al variare del modulo di Poisson valutando di volta in volta la differenza tra i 
risultati forniti dalla teoria di Hertz sul contatto e i valori delle simulazioni. 
2.4.1 Risultato teorico 
Il risultato teorico dei parametri caratteristici è frutto dell’applicazione della teoria di 
Hertz sul contatto tra cilindri elastici. In particolare le elaborazioni sono state eseguite usando 









⋅= π          ( 2.1) 
 






⋅⋅= π           ( 2.2) 
 
che rappresenta la semilarghezza dell’impronta di contatto mentre i simboli usati indicano: 











= : raggio di curvatura equivalente [mm]; 
 
R1 : raggio di curvatura del primo cilindro in contatto [mm]; 













= : modulo di elasticità equivalente[N/mm2]; 
 
E1 : modulo di Young del primo cilindro in contatto [N/mm2]; 
E2 : modulo di Young del secondo cilindro in contatto [N/mm2]; 
ν1 : modulo di Poisson del primo cilindro in contatto; 
ν2 : modulo di Poisson del secondo cilindro in contatto; 
 
2.4.2 Confronto 
Nella tabella sottostante si riportano i risultati ottenuti dalle simulazioni, le denominazioni 
usate fanno riferimento ai seguenti parametri: 
 
Identificativo Prova 17 18 19 20 21 22 23
ν 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.45 0.49
Pressione di Plane 
Strain 11749 11878 12230 12795 13716 14404 14956
Pressione di Bordo 11749 10519 9004.6 7103.6 4677.2 3222 1836.1
Differenza % tra il 
bordo e Pl.Strain 0 -11.4413 -26.3729 -44.4814 -65.8997 -77.6312 -87.7233
Larghezza 
dell'impronta al 
bordo 1.2514 1.2097 1.1819 1.0984 1.0706 1.0984 1.0289
Larghezza 
dell'impronta in 
pl.str. 1.2514 1.2514 1.2514 1.2097 1.1819 1.2097 1.1401
Rapporto tra le 
impronte 1 0.966677 0.944462 0.907994 0.90583 0.907994 0.902465
Larghezza prevista 
da Hertz 1.14303153 1.145353 1.143148 1.124134 1.105816 1.077478 1.085843
Pseudolarghezza 
sul bordo con 
Hertz 1.14303153 1.06641 0.957868 0.808004 0.611282 0.595618 0.356649
Pressione prevista 
da Hertz 12001.8311 12147.68 12503.18 12970.78 13822.69 14186.23 15003.75
Integrale della 
pressione in pl.str. 10769 10922 11220 11446 11999 11999 12789
Integrale della 
pressione al bordo 10769 9468.3 7877.7 5913.5 3666.6 3666.6 1379.7
Errore % sulle 
impronte tra Hertz 
e Pl.Str. -9.4807944 -9.25893 -9.46961 -7.61172 -6.88039 -12.2714 -4.99676
Errore % sulla 
pressione tra Hertz 
e Pl.Str. 2.10660414 2.220005 2.184918 1.355178 0.771878 -1.53508 0.318271





o larghezza dell’impronta al bordo: rappresenta il valore della larghezza di contatto 
misurata all’estremità libera del cilindro dal modello FEM; 
o larghezza dell’impronta in plane strain: è analoga solamente misurata in una zona 
sufficientemente lontana dal bordo; 
o larghezza prevista da Hertz: è la larghezza calcolata con la (2.2) in cui il carico è 
quello indicato nel campo Integrale della pressione in plane strain; 
o pseudolarghezza sul bordo con Hertz: è la larghezza calcolata con la (2.2) in cui il 
carico è quello indicato nel campo Integrale della pressione al bordo; 
o errore % sulle impronte tra Hertz e Pl.Str.: variazione percentuale tra il valore teorico 
dell’impronta calcolata con la teoria di Hertz e quella ottenuta da estrapolazioni 
numeriche; 
o errore % sulla pressione tra Hertz e Pl.Str.: variazione percentuale tra il valore teorico 
della pressione calcolata con la teoria di Hertz e quella ottenuta numericamente; 
o rapporto tra le impronte: si riferisce al rapporto tra le impronte calcolate 
numericamente nella zona d’estremità libera e sotto ipotesi di plane strain. 
Dall’analisi dei risultati si nota come la differenza percentuale tra i valori di pressione 
calcolati numericamente e quello Hertziano sia al massimo del 2 % con una previsione del 
modello teorico molto buona mentre per quanto riguarda l’errore sulla stima delle impronte si 
ottengono degli errori anche sopra il 10 %, ciò induce una particolare attenzione nei confronti 
dei risultati che fanno riferimento alle impronte di contatto.  
Le cause che portano alla differenza di errore tra le due variabili potrebbero essere le 
seguenti: 
- l’uso degli elementi “contact” e “target” nel modello FEM. Questi elementi sono 
schematizzati come delle molle di una certa rigidezza in cui ad ogni iterazione è 
verificato l’equilibrio e si ha l’arresto della procedura quando si ottiene la 
convergenza sulle forze; 
- il numero di elementi in direzione trasversale rispetto a quella dell’asse del 
cilindro potrebbe essere insufficiente per caratterizzare adeguatamente l’impronta. 
D’altro canto la scelta della mesh è stata fatta secondo il criterio suggerito in [3] 
che garantiva una certa accuratezza sui valori di pressione Hertziana senza 
menzionare l’errore sull’impronta di contatto. 
 
2.4.2.1 Impronta di contatto al variare di ν 
Si prendano ancora a riferimento i dati riportati in tabella 2-3. Osservando il valore 
dell’impronta all’estremità libera del cilindro, si nota come essa decresca all’aumentare del 
modulo di Poisson anche se a partire da ν = 0.3 si ha una stabilizzazione all’incirca a 0.9 volte 
il valore dell’impronta Hertziana in zona di plane strain.  
Le cause che inducono questo risultato potrebbero essere: 
? insufficiente infittimento della mesh in direzione parallela all’asse del cilindro che 
comporterebbe una certa convergenza del valore dell’impronta che non 
riuscirebbe a scendere sotto un limite inferiore dato dalla larghezza in senso 
assiale dell’ultimo “concio meshato”  sulla faccia libera; 
? ancora inadeguata mesh in direzione trasversale rispetto all’asse del cilindro che 
stabilirebbe un limite con una sorta di “ON-OFF” sull’ultimo elemento in contatto 
troppo grande per essere sensibile alle variazioni di ν; 
? saturazione indotta dal codice numerico Ansys® per valori del modulo di Poisson 
superiori a 0.3, riferimento di validità generale per i materiali metallici per cui 






2.5 Uso di un modello di calcolo differente 
2.5.1 Modello di mesh 
Per validare i risultati presentati e soprattutto nell’intento di trovare un modello di calcolo 
computazionalmente meno oneroso è stata studiata in una fase successiva una nuova mesh 
ripresa dallo studio sulle ruote dentate caratterizzate da un offset sulla superficie di base in cui 
è stato sperimentato l’uso di un altro algoritmo di soluzione possibile presente nel software 
Ansys®.  
 
Figura 2.14 – uso di elementi grossolani al di fuori della zona di contatto 
 
La nuova mesh, descritta molto bene nel capitolo 3, mantiene ancora la struttura suggerita 
in letteratura [3] soltanto che cerca di minimizzare il numero di elementi nelle aree in cui i 
gradienti sono bassi ovvero nelle zone lontane dal bordo e dal contatto mentre prevede un 
altissimo infittimento in direzione parallela all’asse del cilindro (figura 2.14). 
        




Ancora una volta sono presenti le coppie di elementi “contact” e “target” rispettivamente 
posti sulla superficie esterna del cilindro in un settore delimitato angolarmente dalla seconda 
banda di infittimento della mesh per quanto riguarda gli elementi di contatto mentre 
l’elemento target continua ad essere il piano d’appoggio del cilindro. 
 
2.5.1.1 Parametri del modello 
Di seguito sono riportati i principali parametri di modello con relative unità  di misura ed 
una breve descrizione del loro significato: 
• b = 0.075 mm stima della semilarghezza dell’impronta secondo la 
teoria di Hertz in cui come carico applicato è stato usato l’integrale della 
pressione di contatto in una sezione lontano dal bordo;ha solamente la finalità 
di definire le bande di rifinitura della mesh come suggerito in [3]; 
• R1 = 1 mm  raggio del cilindro; 
• SP = 0.01 * R1 valore dello spostamento imposto alla semifaccia piana 
del cilindro; 
• NDIV = 110  numero di divisioni della mesh in direzione parallela 
all’asse del cilindro; 
• NDIV2 = 30  numero di divisioni in senso trasversale rispetto alla 
direzione dell’asse del cilindro; 
• SMRTSZ = 4 livello di rifinitura della mesh più grossolana nelle zone 
lontane dal contatto; 
• SPACE = 220 rapporto tra il primo e l’ultimo elemento in direzione 
parallela all’asse del cilindro partendo dall’estremità libera di quest’ultimo; 
• E1 = 210000 N/mm2 modulo di Young del cilindro;  
• NI1 =  parametro modulo di Poisson del cilindro;   
• ER1 = 3  primo livello di rifinitura; 
• ER2 = 1  livello di rifinitura nella zona prossima al contatto; 
• F1 = 3*b  larghezza della prima banda di infittimento; 
• F2 = 2*b  larghezza della seconda banda di infittimento; 
• ALFA = F2/R1*(180/3.14)  angolo del primo settore di rifinitura; 
• ALFA3 = F1/R1*(180/3.14) angolo del secondo settore di rifinitura; 
 
2.5.2 Schematizzazione dei vincoli e carichi 
Anche se varia la mesh continuano a valere le considerazioni sui vincoli: 
o vincoli di simmetria lungo su due piani di simmetria del cilindro; 
o vincoli rigidi per i quattro vertici del piano di target. 
La condizione di carico è ancora rappresentata da uno spostamento imposto sulla 
semifaccia piana del cilindro (far field condition). 
 
2.5.3 Risultati dell’analisi 
Come si può osservare dalle figure che seguono (figura 2.16), sia l’andamento della 







Figura 2.16 – andamento della tensione principale minima 
 
inoltre dall’analisi della pressione di contatto (figura 2.17) sugli elementi contact si nota come 
anche l’impronta si comporti come in precedenza presentando un rilassamento verso la 
superficie libera del cilindro. 
 
Figura 2.17 – pressione di contatto in prossimità del bordo 
 
2.5.4 Descrizione delle prove eseguite  
Grazie all’aumento della velocità di cacolo ottenuta usando in Ansys® nell’ambiente di 
soluzione l’istruzione: 
EQSLV,PCG 
posta prima del prima del comando  SOLVE che ha ridotto di oltre il 50 % i tempi di calcolo 
anche nonostante un leggero aumento del numero di elementi, è stato possibile eseguire una 
notevole quantità di prove. 
Le loro finalità principali sono state: 
• verificare i trend sulla pressione di contatto massima e quella di bordo; 
• indagare meglio sulle possibili correlazioni tra la pressione di contatto al bordo e il 
modulo di Poisson potendo arricchire la mappa dei risultati con valori intermedi 
precedentemente non considerati; 
• indagare sulla possibile correlazione tra l’impronta di contatto e il modulo di 
Poisson; 





In tabella 2-4 si riportano nel dettaglio i valori di pressione caratteristici espressi in MPa 
risultati dalle simulazioni eseguite variando il modulo di Poisson tra 0 e 0.49 con un passo di 
0.05 fino al valore 0.4, successivamente con un passo di 0.01 fino a 0.49. 
 
ν Pressione di Plane Strain Pressione di Bordo Differenza % tra il bordo e Pl.Strain
0 8051 8010 -0.51
0.05 8075.2 7601.8 -5.86
0.1 8135.3 7150.6 -12.10
0.15 8233.2 6654.4 -19.18
0.2 8372.5 6104.6 -27.09
0.25 8558.1 5485.9 -35.90
0.3 8812.5 4799.7 -45.54
0.35 9104.4 4012.5 -55.93
0.4 9482.1 3123.6 -67.06
0.41 9576.6 2932.5 -69.38
0.42 9677.8 2737 -71.72
0.43 9787.5 2538 -74.07
0.44 9907.5 2334.1 -76.44
0.45 10053 2126.4 -78.85
0.46 10208 1916.4 -81.23
0.47 10412 1704 -83.63
0.48 10652 1493.6 -85.98
0.49 11087 1291.8 -88.35
Tabella 2-4 – risultati delle pressioni significative al variare di ν 
 
2.6 Commento definitivo ai risultati 
2.6.1 Analisi della correlazione tra la pressione di contatto all’estremita e ν 
La pressione di contatto in ciascun ciclo di simulazioni ha mostrato un andamento 
descrescente all’aumentare del modulo di Poisson. Da un’osservazione attenta si è notato che 
la forma della curva descritta era approssimata molto bene da una parabola.  
In figura 2.18 sono mostrati i risultati numerici delle prove indicati con dei punti sagomati 
per distinguere il modello usato, è inoltre presente una curva di fitting in cui i termini del 
polinomio sono stati scelti per similitudine dalla teoria dell’elasticità piuttosto che eseguire un 
fitting numerico vero e proprio visto che è stata osservata una certa convergenza dei punti alla 
curva all’aumentare della qualità generale del problema. 
Nei sottoparagrafi che seguono è poi spiegato il significato di ciascun gruppo di dati 





Figura 2.18 – andamento del rapporto % di pressioni e il modulo di Poisson 
 
2.6.1.1 Primo set di prove 
Il gruppo di punti contrassegnato con un circoletto di colore celeste e denominato in 
figura con Ansys 1 rappresenta i risultati ottenuti con la mesh del primo modello descritto di 
qualità più alta compatibilmente con le prestazioni massime disponibili per i calcolatori usati. 
2.6.1.2 Secondo set di prove 
Il secondo gruppo è rappresentato dagli asterischi di colore verde e ad esso corrispondono 
i risultati della prima campagna di prove in cui si è usato il primo modello di mesh descritto 
ma i parametri di controllo sulla accuratezza della mesh erano stati individuati cercando il 
migliore compromesso tra un risultato accettabile e bassi tempi di calcolo. 
2.6.1.3 Terzo set di prove 
L’ultimo gruppo indicato con delle crocette di colore rosso indica i risultati corrispondenti 
al secondo modello presentato. E’ da notare come nonostante il numero maggiore di elementi 
in assoluto, non si sia ottenuto un miglioramento rispetto ai casi precedenti. Molto 
probabilmente ciò è dipeso dalla diversità di algoritmo di calcolo del processo non lineare che 
ha portato ad una convergenza meno accurata.  
Il secondo modello si presenta comunque come miglior compromesso qualità tempo visto 
che risulta più rapido di Ansys 1 con variazioni dei valori contenute mentre il paragone con 
Ansys 2 non presenta punti a sfavore visto che rispetto ad esso risulta più accurato ed anche un 




2.6.2 Analisi della correlazione tra l’impronta di contatto e ν 
L’andamento del rapporto tra le impronte di contatto nella zona di bordo e in quella in 
ipotesi plane strain al variare del modulo di Poisson non è prevedibile ragionevolmente dalle 
simulazioni effettuate.  
In figura 2.19 sono riportati i risultati delle prove eseguite con i due diversi modelli di 
mesh e l’andamento di una parabola inizialmente promettente per approssimare la variazione 
delle grandezze. 
Nei sottoparagrafi seguenti sono ancora riportate le leggende del grafico con alcuni 
commenti sui risultati. 
 
 
Figura 2.19 – rapporto tra le impronte di contatto al bordo e in plane strain al variare di ν 
 
2.6.2.1 Primo set di prove 
Il primo gruppo di punti contrassegnato con un asterisco di colore verde rappresenta i 
risultati già presentati nel paragrafo 2.4.2.1 e per esso valgono le considerazioni viste in 
precedenza. 
2.6.2.2 Secondo set di prove 
Il secondo gruppo di punti rappresentati con un asterisco di colore rosso è il risultato della 
campagna di simulazioni numeriche svolte con il secondo modello di mesh descritto. Dalla 
figura si nota come purtroppo i risultati siano privi di alcuna correlazione, si può affermare 
allora più che ragionevolmente che purtroppo l’algoritmo di soluzione rapido non fornisce 




2.6.3 Considerazioni finali 
Dallo studio effettuato è possibile riassumere i principali aspetti risultati dalle prove: 
⋅ la pressione di bordo nel contatto tra corpi di pari lunghezza risulta essere 
inferiore rispetto a quella in zone lontane dall’estremità schematizzabile con un 
modello bidimensionale di plane strain; 
⋅ visto che l’integrale della pressione in direzione parallela all’asse del cilindro deve 
rimanere costante per garantire l’equilibrio alla sollecitazione applicata, è 
necessariamente presente una sovraelongazione della pressione rispetto al valore 
di plane strain che può essere assunto come valore medio. Nonostante si abbia una 
zona in cui la pressione supera quella di riferimento, il suo valore massimo è 
comunque contenuto in una variazione al di sotto dello 0.7 % quindi in sede di 
progetto abbondantemente coperto da coefficienti di sicurezza cautelativi. 
⋅ la pressione di contatto al bordo è molto sensibile alle variazioni del modulo di 
Poisson, in particolare la curva definita dall’equazione 
 ( ) ( ) nPlaneStraibordo pp ⋅+⋅⋅−= νν 121       ( 2.3) 
 
rappresenta un’ottima stima, sicuramente migliore di quella ottenibile con un 
modello plane strain della sezione finale del cilindro; 
⋅ la larghezza dell’impronta di contatto sembra decrescere all’aumentare del modulo 
di Poisson anche se il suo valore è molto più sensibile sia ad errori di natura 
numerica dovuti al software di simulazione sia ad estrapolazioni del valore esatto 
visto che per determinare il punto esatto di fine contatto si è analizzato 
l’andamento della pressione nella sezione trasversale. A causa del forte gradiente 
di pressione dovuto all’andamento pseudoHertziano (che non è quello Hertziano 
ma ne conserva la forma), la pressione nella zona di fine impronta è soggetta ad un 
gradiente molto forte che potrebbe condizionare la stima del punto esatto di fine 
contatto. 
⋅ per caratterizzare bene il fenomeno d’estremità a causa dei forti gradienti indotti 
dall’effetto tridimensionale sono necessari un buon infittimento sul piano di base 
del cilindro e un ottimo infittimento in direzione parallela all’asse in prossimità del 
bordo. Per modelli con un numero di elementi molto alto si è rivelato utile ai fini 





3 CONTATTO TRA RUOTE CON LARGHEZZA DI FASCIA 
DIFFERENTI 
In questo capitolo viene preso in esame il contatto tra una coppia di ruote dentate 
cilindriche a denti dritti con superfici di base parallele ma non complanari di cui è possibile 
definire una distanza minima che in seguito sarà denominata “distanza di offset”.  
Nelle figure seguenti sono mostrati due modelli di ingranaggi generati con il software 
dedicato Helical 3D®, dalle quali si può notare la forma della mesh che si presenta più fitta in 
corrispondenza dei denti e più grossolana nelle zone caratterizzanti il corpo ruota. 
 
 
Figura 3.1 – coppia di ruote dentate a larghezza di fascia differente 
 
Nella realtà la presenza di un offset (figura 3.2) può derivare da due condizioni diverse: 
1. ruote con larghezza di fascia differenti per cui inevitabilmente una coppia di 
superfici di  estremità saranno sfalsate (figura 3.1); 
2. ruote con  stessa larghezza di fascia ma caratterizzate da una traslazione relativa 
lungo la direzione degli assi di rotazione. 
Sia nel primo che nel secondo caso si avrà lo stesso comportamento fisico in termini di 
tensioni e deformazioni, la differenza sta nel comportamento dell’altra estremità libera: nel 
primo caso potrebbe darsi che le superfici siano allineate e quindi si presenterebbe la 




otterrebbe una situazione invertita, cioè la ruota che dalla prima estremità si interrompeva ora 
prosegue e viceversa. 
 
 
Figura 3.2 – distanza di offset tra le superfici di base delle ruote 
 
L’analisi degli effetti di bordo è stata condotta in due passi: 
1. ricerca di un modello bidimensionale semplificato per descrivere il fenomeno; 
2. estensione dei risultati al problema tridimensionale con gli opportuni accorgimenti 
del caso; 
Il sottocapitolo che segue tratta il primo passo partendo da uno studio teorico, 
successivamente si procede con una modellazione agli elementi finiti. Nel sottocapitolo 
relativo al caso tridimensionale invece l’approccio è da subito numerico, infine è presente un 
ultimo sottocapitolo in cui si commentano i risultati definitivi. 
 
3.1  Analisi bidimensionale del problema 
3.1.1 Ipotesi di schematizzazione 
Il problema può essere trattato in due dimensioni se si ipotizza uno stato piano di 
deformazione in direzione trasversale rispetto alla direzione dell’asse delle ruote. In questo 
caso è possibile assumere la validità della teoria di J.Dundurs e M.-S.Lee sulla concentrazione 
della tensione su uno spigolo nei problemi di contatto di cui di seguito si riportano i risultati 
essenziali1. 
3.1.1.1 Cenni alla teoria di Dundurs e Lee 
Quando due corpi in contatto sono deformati, le alte concentrazioni di tensioni possono 
essere previste sotto diverse circostanze. Uno dei casi è proprio quello in cui uno dei due corpi 
ha uno spigolo che rappresenta il contorno della superficie di contatto. Gli effetti della 
concentrazione di tensione possono essere determinati assumendo che i corpi siano elastici, 
che il contatto sia liscio, e che le deformazioni nella zona prossima allo spigolo possano 
essere approssimate come uno stato piano di deformazione. 
                                                 





Sebbene queste assunzioni portino all’insorgere di tensioni singolari ovvero ad una 
concentrazione di tensione infinita, la conoscenza dell’ordine della singolarità è utile nel 
giudicare la severità delle alte tensioni nei casi pratici.  
Al fine di analizzare lo stato di tensione nei pressi dello spigolo il corpo più lungo può 
essere assimilato come un half space e il corpo con lo spigolo può essere considerato come un 
cuneo infinito (figura 3.3).  
 
 
Figura 3.3 – cuneo in contatto con un semispazio infinito 
 
Il cuneo, che forma un angolo γ rispetto al piano orizzontale, è premuto contro il piano da 
una pressione lungo la faccia libera del cuneo o più in generale da sollecitazioni applicate 
internamente. 
Le condizioni al contorno imposte lungo le superfici dell’half plane sono: 
 
• ( ) ( )0,0, ruru III θθ =          ( 3.1) 
• ( ) ( ) 00,0, == rr IIrIr θθ σσ         ( 3.2) 
• ( ) ( )0,0, rr III θθθθ σσ =         ( 3.3) 
• ( ) ( ) 0,, =−=− πσπσ θθθ rr IIr        ( 3.4) 
 
dove u indica una componente di spostamento mentre σ una di tensione. Gli apici I e II si 
riferiscono rispettivamente all’half space ed al cuneo. 
Per risolvere problemi con condizioni al contorno associati ad una geometria semplice si 
presta bene l’uso delle trasformate di Mellin, la cui trattazione matematica esplicita può essere 




I termini singolari nell’espansione asintotica delle tensioni per r → 0 sono determinate 
dagli zeri del determinante D associato alle equazioni derivanti dalle trasformazioni delle 
condizioni al contorno. 
Se p è uno zero di D la cui parte reale è compresa tra zero ed uno, cioè 0 < Re(p) ≤ 1, 






















 ( 3.5) 
 
 
dove p è la variabile trasformata. Il termine dominante nella espansione asintotica di σij è 
determinato dallo zero di D con la parte reale più piccola ma è comunque desiderabile 
conoscere tutti gli zeri di D nella fascia 0 < Re(p) ≤ 1. 
Il determinante per il problema considerato è: 
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+−+=      ( 3.7) 
 
Una caratteristica importante dei termini singolari nel campo di tensione è comunque 
quella di dipendere dall’unica costante elastica composta α. Il parametro α  (-1 ≤ α ≤ 1) può 
essere interpretato fisicamente come un indice della differenza di rigidezza monoassiale dei 
due materiali.  
Alcune situazioni particolari sono: 
o cuneo rigido, per cui α = 1; 
o semipiano rigido, a cui corrisponde un α = -1; 
o caratteristiche dei due corpi identiche che implicano α = 0. 
Il primo problema sorge discutendo la struttura delle radici di D con particolare 
riferimento alle radici complesse, ciascuna di esse caratterizzata da una radice coniugata 
anch’essa appartenente al luogo delle radici.  
E’ possibile dimostrare che non esistono radici complesse nei quattro casi particolari  
1. α = 1; 
2. α = -1; 
3. γ << 1; 
4. γ = π. 
Inoltre, nonostante non sembri possibile dimostrare analiticamente l’assenza di radici 
complesse, è possibile effettuare una ricerca numerica negli intervalli -1 < α < 1 e 0 < γ < π. 
A seguito di un indagine numerica in cui è stata usata una griglia di punti molto fitta per ξ 
ed η cercando l’intersezione con il luogo reale e quello immaginario di D = 0 provando 
numerose combinazioni di α e γ non è stata usata nessuna radice complessa. Questa asserzione 
è avvalorata dalla variazione molto regolare del luogo di Re D =0 e Im D = 0 osservata 
variando numericamente α e γ. 
se p è reale e 0 < p < 1; 
se  p = ξ+iη è complesso e 0 < ξ < 1; 
se p = 1 e ∂D/∂p = 0 per p = 0; 
se non c’è uno zero di D in 0 < Re(p) < 1 




In (figura 3.4) sono mostrate le radici reali di ( )γα ,;pD  = 0, sono inoltre riportati i valori 
di α e γ tenendo fisso p considerato come parametro.  
 
 
Figura 3.4 – radici di D(p, α, γ) = 0 
 











0sin =γ            ( 3.9) 
 
questa condizione rappresenta il caso in cui si ottiene una singolarità di tipo logaritmico, 
inoltre essa determina il confine della combinazione di α e γ per cui da un lato si avrebbe una 
tensione finita e dall’altro si hanno tensioni singolari in r = 0. 
In definitiva è possibile fare alcune osservazioni: 
? come mostrato dalla figura 3.4 nel campo di valori di α e γ sensati fisicamente la 
singolarità non è mai più forte della radice quadrata (analogamente alla frattura 
nei materiali omogenei); 
? la singolarità più forte (p = ½) interviene nel caso del cuneo rigido 
indipendentemente dall’angolo γ e per γ = π per qualunque valore di α; 
? per γ = π è possibile avere una singolarità di tipo logaritmico; 
? l’equazione (3.9) mostra come una singolarità logaritmica si ha anche per γ = 0 
ma ciò è privo di significato fisico visto che il cuneo dovrà avere una dimensione 
minima. 
3.1.1.2 Primo tipo di mesh 
Nel caso di ingranamento di ruote dentate la ruota che si interrompe rappresenterà il 
cuneo mentre quella che continua potrà essere schematizzata come un semispazio elastico. 




Hertziana per poi estendere i risultati ad altre situazioni, il problema bidimensionale nel piano 
si trasforma nel contatto tra due rettangoli.  
In teoria il rettangolo superiore dovrebbe presentare una estensione infinita a partire 
dall’estremità libera e quello inferiore dovrebbe estendersi longitudinalmente nel semispazio. 
Questa condizione non è realizzabile numericamente e si considera come approssimazione più 
che ragionevole una lunghezza di almeno due volte il raggio per il cilindro superiore e di tre 
volte per quello inferiore mantenendo allineate le facce lontane dalla zona oggetto di studio. 
Il primo modello preso in considerazione contempla una mesh strutturata di tipo 
“mapped” per entrambi i rettangoli, con la particolarità di suddividere quello inferiore in due 
parti separate figura 3.5.  
 
 
Figura 3.5 – suddivisione del rettangolo inferiore in due aree 
 
Questa suddivisione consente di concentrare l’infittimento nella zona di interfaccia dei 
due rettangoli opportunamente incollati nella fase successiva di generazione degli elementi. 
L’unico accorgimento particolare è la presenza dell’istruzione “SPACE” tra le righe di 
programma nella parte in cui si suddividono le linee che permette di regolare il rapporto tra il 
primo e l’ultimo elemento; in questo modo il risultato sarà per l’appunto di infittire la zona di 





Figura 3.6 – modello bidimensionale con mesh di tipo mapped 
Come si può notare dalla figura una suddivisione con dimensione progressivamente 
crescente della dimensione dell’elemento partendo dallo spigolo è stata utilizzata non solo 
nella direzione longitudinale dove si sviluppa la singolarità nella tensione ma anche in 
direzione radiale in modo da trovare un compromesso tra l’esigenza di non utilizzare 
inutilmente troppi elementi in quel senso ed avere delle forme non troppo “schiacciate” con 
funzioni di forma associate a basi di vettori molto diversi tra loro. 
3.1.1.3 Secondo tipo di mesh 
Oltre alla mesh appena vista è stato studiato un altro modello ad hoc per il problema 
considerato. La generazione degli elementi in questo caso è stata completamente diversa: 
mentre nel primo caso si suddividevano le linee in maniera progressivamente crescente e poi 
si generavano gli elementi automaticamente con il modellatore realizzando così un approccio 
di tipo “top-down”, in questo caso è stata generata una striscia di elementi in direzione radiale 
che successivamente sono stati estrusi in direzione assiale secondo una funzione particolare, 
adottando quindi il metodo “bottom-up”. 
L’algoritmo di estrusione degli elementi è stato scelto suddividendo la funzione singolare 
(prevista dalla teoria di Dundurs in funzione delle caratteristiche costitutive dei due corpi) in 





Figura 3.7 – rappresentazione del criterio di scelta della suddivisione longitudinale della 
mesh 
In figura 3.7 è riportata la rappresentazione grafica del procedimento utile per capire 
qualitativamente la metodologia adottata.  
L’utilizzo della procedura descritta è stata usata solamente nella generazione degli 
elementi appartenenti al rettangolo corto e per quelli dell’area sottostante ad esso. L’area 
restante è stata meshata con il metodo usato nel primo modello per non appesantire 
inutilmente la routine di generazione visto che non è nota a priori l’andamento della tensione 
in quella zona. 
In definitiva, la mesh del rettangolo corto e dell’area sottostante è stata creata in tre parti: 
1. la prima in prossimità dello spigolo si estende assialmente di una quantità 
piccolissima ed è suddivisa in pochi elementi di ugual dimensione; 
2. la parte centrale costituita estrudendo una striscia di elementi secondo linee 
associate ai keypoints generati con l’algoritmo appena visto e con un livello di 
infittimento molto alto compatibilmente con le prestazioni massime raggiungibili 
dal calcolatore; 
3. l’ultima parte di estensione molto maggiore delle altre con linea assiale suddivisa 
in parti uguali e con un infittimento abbastanza grossolano. 
La prima parte rappresenta la zona in cui la soluzione sarà scartata a causa del fatto che 
con il metodo degli elementi finiti non si riesce ad ottenere una tensione singolare ma per 
quanto grande sempre finita, quindi essa non rappresenta la soluzione ideale. La seconda parte 
costituisce il cuore della mesh ed è quella che rappresenta l’andamento della funzione finchè 
essa non tende alla soluzione di plane strain. Nell’ultima parte la tensione si è stabilizzata per 
cui il modello grossolano riproduce ancora bene il risultato atteso. 
Le estensioni di ciascuna zona di mesh sono associate a dei parametri C1, C2, C3, oggetto 
di studi di convergenza della soluzione. Di seguito si riporta la routine che permette la 




































Nelle righe di comando, N1, N2 ed N3 rappresentano il numero di elementi associati a 
ciascuna zona, I, J e T rappresentano gli indici di ciclo, A è una costante dimensionale 
associata alla lunghezza e p è il risultato dell’equazione trascendente esposta nel paragrafo 
precedente.  
Nella figura sottostante è mostrato il risultato grafico della procedura descritta, è da 
notare la differenza di dimensioni tra le zone prossime allo spigolo riportate nel riquadro di 
ingrandimento e il resto degli elementi. 
 
 
Figura 3.8 – modello bidimensionale con algoritmo ad hoc 
 
Il secondo modello di mesh è stato creato con le intenzioni di : 
• ridurre l’infittimento degli elementi nelle zone in cui la tensione si stabilizza 
ai valori di riferimento del contatto tra due half space. 
• minimizzare l’errore nella rappresentazione della tensione cercando di 
ricopiare con funzioni lineari l’andamento della tensione; invertendo la 
funzione tensione a parità di numero di elementi usati e funzioni di forma 





3.1.1.4 Vincoli e carichi 
3.1.1.4.1 Vincoli 
I vincoli adottati nel modello sono di due tipi (figura 3.9) e rappresentano tre condizioni 
diverse: 
1. vincoli rigidi sulla linea di delimitazione del rettangolo inferiore per impedire la 
traslazione del modello; 
2. vincoli di simmetria sulle linee laterali dei rettangoli; 
3. vincoli di costraint points (CP) sulla linea di interfaccia che impongono lo stesso 
spostamento solamente in direzione radiale lasciando libero lo scorrimento assiale 
in modo da rappresentare adeguatamente il contatto. 
 
 
Figura 3.9 – rappresentazione dei vincoli 
3.1.1.4.2 Carichi 
Come sollecitazione esterna a differenza del contatto piano su cilindro in questo caso si 
applica una pressione sul lato superiore del rettangolo corto (figura 3.10). 
 
 





3.1.2 Risultati dell’analisi 
Nei successivi sottoparagrafi sono mostrati in forma grafica i principali risultati 
dell’analisi agli elementi finiti con alcune considerazioni. 
3.1.2.1 Mappe di tensione 
Nelle figure che seguono sono riportate le mappe delle tensioni normali xx ed yy nelle 
zone prossime allo spigolo.  
 
 
Figura 3.11 – mappa delle tensioni normali yy 
 
 




Dalla figura 3.11 si può notare la presenza di un progressivo aumento della tensione in 
prossimità dello spigolo che supera di oltre il doppio la tensione nella zona centrale di colore 
verde.  
Uno studio di convergenza ha mostrato un andamento crescente della tensione nello 
spigolo all’aumentare dell’infittimento. Nonostante i limiti sulla tensione massima 
necessariamente presenti in un codice numerico agli elementi finiti, si può affermare 
ragionevolmente che la tensione normale yy nello spigolo, che sulla linea di contatto 
rappresenta anche la tensione principale σ3, sia singolare. 
La tensione xx mostra un valore negativo in corrispondenza dello spigolo ad indicare la 
compressione laterale che si viene a creare a causa dell’espansione poissoniana del rettangolo 
superiore impedita dalla presenza di materiale del rettangolo inferiore. Nella zona libera del 
rettangolo inferiore è poi presente una zona in trazione prevedibile anche intuitivamente 
immaginando la deformazione del rettangolo stesso. 
Nella figura 3.12 bisogna ricordare che la deformata non è riportata in scala reale ma è 
esagerata quindi la zona compressa è sfalsata nei due rettangoli a causa di una traslazione 
verso sinistra di quello superiore. 
3.1.2.2 Mappe di deformazione 
Sia la deformazione xx che quella yy mostrano un andamento che qualitativamente 
ricorda quello delle tensioni normali corrispondenti. 
 
 
Figura 3.13 – mappa della deformazione estensionale yy 
 
Dalla figura 3.13 si nota ancora una deformazione di compressione molto marcata nello 
spigolo, questa volta il rapporto relativo supera il valore 4. Nel rettangolo inferiore la 
massima deformazione si verifica non sulla linea in contatto bensì leggermente sotto di essa.  
Nella figura 3.14  è presente una zona di compressione nella zona in contatto dovuta 
essenzialmente alla compenetrazione del cuneo nel piano, ed ancora una lieve deformazione 





Figura 3.14 - mappa della deformazione estensionale xx 
 
3.1.2.3 Tensioni lungo la linea di contatto 
Un risultato molto significativo è sicuramente rappresentato dall’andamento delle tensioni 
normali sulla linea di contatto.  
 




In figura 3.15 si può notare l’andamento della tensione yy (che rappresenta anche la 
pressione di contatto); la curva è caratterizzata da tre zone differenti: 
1. la parte lontana dallo spigolo in cui la tensione si mantiene pressoché costante e 
pari al valore della pressione applicata superiormente al cuneo; 
2. la zona in prossimità dello spigolo caratterizzata dalla singolarità il cui andamento 
ha la forma prevista dalla teoria di Dundurs e Lee; 
3. un tratto intermedio tra le due in cui è presente una lieve sovraelongazione (in 
termini assoluti) che funge da zona di transizione. 
3.1.3 Ricerca della costante moltiplicativa 
Una volta verificata la validità della teoria riportata in [2], lo studio si è concentrato sulla 
ricerca di una relazione empirica numerica tra la pressione di contatto nella zona di bordo e i 
principali parametri caratteristici del problema, ovvero (figura 3.16): 
o la sollecitazione esterna applicata al rettangolo superiore, in questo caso una 
pressione, nel seguito indicata con p0; 
o una variabile geometrica significativa, in particolare l’altezza del cuneo indicata in 
figura con la lettera l. 
 
 
Figura 3.16 – rappresentazione schematica del problema  
 
La scelta della dimensione l è stata frutto di un processo iterativo che in seguito ad  
un’analisi attenta delle possibili soluzioni ha portato alla necessità di considerare la presenza 
di una variabile che rappresentasse una lunghezza.  
Nei sottoparagrafi che seguono sono mostrate dapprima le considerazioni svolte per 
l’ottenimento di una costante moltiplicativa caratteristica, successivamente si riportano i 
risultati della correlazione presentati in forma grafica. 
3.1.3.1 Analisi dimensionale 
Il primo passo svolto è stato quello di eseguire una analisi dimensionale sui principali 
parametri. Dalla teoria di Dundurs è nota la natura della singolarità, si vuol trovare la costante 





 ( ) 1−⋅= pcontatto rkrp          ( 3.10) 
 
in cui r è l’ascissa curvilinea indicata in figura 3.16 mentre p all’esponente è lo zero a 
parte reale minore dell’equazione (3.6) in cui si è tenuto conto che vale sempre γ = π/2. 
La costante k conterrà le dimensioni degli altri due termini in modo da verificare la 








Si può notare al denominatore la presenza di una lunghezza elevata ad un esponente 
frazionario in analogia a quanto accade per il fattore di concentrazione delle tensioni della 
meccanica della frattura.  
Dall’analisi dimensionale ci si aspetta allora una dipendenza del tipo: 
 ( ) 321, kk dpkdpkk ⋅⋅==  
 
in cui p è una grandezza dimensionata come una forza distribuita su una lunghezza e d è 
una grandezza dimensionata come una lunghezza, k1, k2 e k3 sono delle costanti da ricavare 
numericamente anche se k2 e k3 sono note dalle considerazioni appena viste e valgono 
rispettivamente 1 e 1-p. 
La scelta di p e d è stata una conseguenza della valutazione dei possibili parametri: se per 
il termine di forza distribuita la sollecitazione esterna p0 era l’unica scelta possibile, 
l’individuazione di d ha presentato maggiori difficoltà. 
Le alternative possibili erano le seguenti: 
- uso di uno dei lati dei rettangoli; 
- uso di un parametro di lunghezza derivato, ad esempio p0/E* o p0/ uno dei 
moduli di Young dei  rettangoli2. 
Nel primo gruppo di scelta l’unica grandezza plausibile era l’altezza del rettangolo 
superiore l visto che il rettangolo inferiore è un half-space con lati scelti arbitrariamente 
(purchè abbastanza grandi) e il contatto del lato lungo avviene su una semiretta. 
La scelta di un parametro del secondo tipo invece, oltre che dall’arbitrarietà del modulo di 
elasticità da utilizzare, era condizionato dal fatto che il problema di contatto nel piano è 
lineare ovvero la pressione di contatto non può aumentare con la pressione applicata 
esternamente più che linearmente. In definitiva p0 non può che comparire con l’esponente 
unitario. 
A seguito di queste considerazioni, la costante k diventa: 
 
plpkk −⋅⋅= 101  
 









rkprp        ( 3.11) 
 
                                                 
2 E’ da ricordare che nel problema è stato ipotizzato uno stato piano di deformazione, vista la trattazione 
bidimensionale la pressione applicata p0 è una forza per unità di lunghezza quindi è corretto considerare il suo 




con k1 unica costante da determinare numericamente ad esempio con una operazione di 
best fitting. 
3.1.3.2 Presentazione della correlazione trovata 
Le prove svolte hanno inizialmente cercato di individuare il valore della costante 
mancante, successivamente sono state effettuate solamente come verifica per casi diversi. I 
principali parametri variati sono stati i moduli di elasticità e i moduli di Poisson dei due 








30000 210000 0.9476 
50000 210000 0.9181 
70000 210000 0.8922 
140000 210000 0.8224 
210000 210000 0.776 
210000 140000 0.724 
210000 70000 0.6455 
210000 50000 0.6139 
210000 30000 0.5757 
Tabella 3-1 – dettaglio delle prove effettuate 
 
Alcune prove sono infine state eseguite variando la pressione applicata, ma come previsto 
la risposta della tensione principale al bordo è stata di tipo lineare. 
A seguito dei risultati ottenuti, è stata scelta la costante k1 con il miglior fitting: 
 


























per cui l’espressione (3.11) è ora completa e diventa: 
 











































=          ( 3.13) 
 
con ν1 e ν2 moduli di Poisson rispettivamente del rettangolo superiore e inferiore.  
Il termine a denominatore in cui compare ν* non ha una spiegazione fisica evidente ma è 
stato inserito osservando che in tutte le prove ha portato ad un miglioramento della 
correlazione. 
 La sua influenza si è comunque rivelata di quantità in percentuale molto bassa quindi 
imporre un termine medio costante al suo posto comporterebbe un lieve aumento dell’errore 
percentuale che rimarrebbe comunque di valore assoluto contenuto. 
ν1 ν2 p 
0 0.3 0.7855 
0.1 0.3 0.7843 
0.2 0.3 0.7806 
0.3 0.3 0.776 
0.4 0.3 0.7642 
0.3 0 0.7624 
0.3 0.1 0.7636 
0.3 0.2 0.7674 
0.3 0.4 0.7838 




Nelle figure che seguono è riportato graficamente il confronto tra il risultato ottenuto 
dalla simulazione Ansys e la previsione della formula nel caso di contatto acciaio su acciaio 
con  E1 = E2 = 210000 Mpa e ν1 = ν2 = 0.3. In ciascun grafico sia la pressione che la distanza 
dallo spigolo sono state adimensionalizzate rispettivamente con la pressione esterna applicata 
e con la dimensione del rettangolo l. 
 Il confronto è posto in scala reale, semilogaritmica e logaritmica, infine si riporta anche 
l’andamento dell’errore assoluto in forma percentuale in funzione della ascissa in scala 




Figura 3.17 – andamento in scala reale della pressione di contatto in funzione della distanza 
dallo spigolo nel contatto acciaio su acciaio 
 
Dalla figura 3.17 si nota come la zona interessata dalla singolarità si estenda per una 
quantità piccolissima rispetto alle dimensioni del corpo, per questo motivo anche nella 
rappresentazione dei successivi risultati si preferisce omettere la scala reale a favore di quella 






Figura 3.18 - andamento della pressione di contatto in funzione della distanza dallo spigolo 
nel contatto acciaio su acciaio (scala semilogaritmica) 
 
Figura 3.19 - andamento della pressione di contatto in funzione della distanza dallo spigolo 





Figura 3.20 - andamento  dell’errore % in funzione della distanza dallo spigolo nel contatto 
acciaio su acciaio 
Osservando la figura 3.20 e le due figure precedenti si nota l’ottimo risultato della 
previsione che si discosta dal risultato numerico di non oltre il 3,5% su ben quattro decadi. Si 
può inoltre evincere il campo di validità della soluzione che arriva fino a 10-1 volte la 
dimensione caratteristica l. Prima di 10-5 l invece l’errore torna a salire a causa della 
dimensione dei primi elementi partendo dallo spigolo che risultano troppo grandi per offrire 
un risultato ragionevole in quel campo.  
Le prove successive al variare dei moduli di elasticità e di Poisson hanno voluto testare 
l’efficacia della relazione anche al variare dell’esponente p; si ricorda infatti come esso sia il 
risultato di un’equazione non lineare funzione di due parametri: 




• γ, che nel contatto considerato non è più una variabile ma assume il valore 
costante di 90°. 
3.1.3.2.1 Risultati al variare di ν 
Di seguito sono mostrati i principali risultati relativi alle simulazioni svolte al variare dei 
moduli di Poisson, in particolare si considerano i casi estremi verificati: 
- ν1 = 0, ν2 = 0.3; 
- ν1 = 0.3, ν2 = 0. 
 
 
Figura 3.21 - andamento della pressione di contatto in funzione della distanza dallo spigolo 
ν1 = 0, ν2 = 0.3, E1 = E2 = 210 Gpa (scala semilogaritmica e logaritmica) 
 
 
Figura 3.22 - andamento dell’errore % in funzione della distanza dallo spigolo ν1 = 0,          








Figura 3.23 - andamento della pressione di contatto in funzione della distanza dallo spigolo 




Figura 3.24 - andamento dell’errore % in funzione della distanza dallo spigolo ν1 = 0.3,          








3.1.3.2.2 Risultati al variare di E 
In analogia alla variazione del modulo di Poisson, si riportano i principali risultati relativi 
alle simulazioni svolte al variare dei moduli di Young, in cui come casi estremi di verifica 
sono state scelte le coppie: 
- E1 = 30 Gpa, E2 = 210 Gpa; 
- E1 = 210 Gpa, E2 = 30 Gpa. 
 
 
Figura 3.25 - andamento della pressione di contatto in funzione della distanza dallo spigolo 




Figura 3.26 - andamento dell’errore % in funzione della distanza dallo spigolo ν1 = ν2 = 0.3, 






Figura 3.27 - andamento della pressione di contatto in funzione della distanza dallo spigolo 
ν1 = ν2 = 0.3,  E1 = 210, E2 = 30 Gpa (scala semilogaritmica e logaritmica) 
 
 
Figura 3.28 - andamento dell’errore % in funzione della distanza dallo spigolo ν1 = ν2 = 0.3, 
E1 =210,  E2 = 30 Gpa (scala semilogaritmica) 
3.1.3.2.3 Considerazioni finali 
Dai risultati ottenuti è possibile trarre alcune considerazioni: 
• la costante ricavata sperimentalmente si è dimostrata la migliore secondo il 
criterio della minimizzazione dell’errore assoluto; 
• la scelta delle caratteristiche costitutive come variabili di prova è stata fatta 
principalmente per verificare la risposta della formula a variazioni di forma 




contatto al bordo è rappresentato da una retta la cui pendenza è l’esponente p 
derivante dalla teoria di Dundurs; 
• le variazioni più significative dell’andamento di pressione sono state ottenute 
al variare dei moduli di elasticità piuttosto che per variazioni del modulo di 
Poisson; 
• l’errore assoluto nella porzione di rettangolo individuata come zona di validità 
della formula in nessun caso ha superato il 4 % ricopiando l’andamento 
numerico in maniera più che soddisfacente; 
• con uno studio di convergenza sulla mesh sono state definite opportunamente 
le tre zone a differente generazione di elementi, in particolare la prima zona ha 
una estensione di 10-5 l con la presenza di al più 3 elementi, la seconda si 
estende sino a 10-1 l ed è generata con l’algoritmo di inversione della formula 
(concentrando in essa la quantità massima di elementi compatibile con le 
prestazioni del calcolatore), la terza completa la parte rimanente; 
• i risultati relativi alle altre combinazioni di parametri indicati in tabella 3-1 
non sono stati presentati per brevità ma ciascuno di essi ha mostrato un 




3.2 Estensione dello studio al caso tridimensionale 
Si esamina ora il caso tridimensionale del contatto tra cilindri con superfici di base non 
allineate. Le principali differenze rispetto alla trattazione 2D sono: 
? presenza dei raggi di curvatura dei due cilindri in contatto che costituiscono una 
nuova coppia di parametri da considerare; 
? presenza di non linearità nella risoluzione delle equazioni dovute al contatto lungo 
la direzione trasversale rispetto agli assi; 
? maggiore difficoltà nel passare da una condizione di carico imposto ad una di 
spostamento imposto proprio a causa del fenomeno del contatto; 
? effetti di bordo alle estremità libere caratterizzati da forti gradienti su tre direzioni 
piuttosto che soltanto su due; 
? maggiore difficoltà numeriche di simulazione sia legate alla convergenza 
dell’algoritmo iterativo del contatto sia per la necessità di un numero molto 
maggiore di elementi che dilatano i tempi di computazione in maniera 
considerevole. 
3.2.1 Modellazione F.E.M. 
Anche per il modello tridimensionale sono state strutturate vari tipi di mesh, di seguito 
sono descritte quelle caratterizzate dai risultati più significativi. 
3.2.1.1 Primo tipo di Mesh 
Il primo modello è stato realizzato partendo dalla definizione delle aree di base che 
successivamente sono state estruse per realizzare la totalità del volume. La metodologia usata 
è stata di tipo ibrido infatti una parte è stata creata usando feature di alto livello come le aree, 
mentre per la linea di estrusione sono stati generati una serie di keypoints. Nel dettaglio, il 
processo di creazione della mesh si è sviluppato nei seguenti passaggi: 
- creazione della geometria delle superfici di base, in particolare creazione dei 
due semicerchi; 
- attivazione degli elementi PLANE 42 con opzione di stato piano di 
deformazione e creazione di una mesh libera costituita da quadrilateri; 
- rifinitura della zona interessata dal contatto secondo due livelli di infittimento 
usando il criterio suggerito da [3]; 
- definizione della linea di estrusione mediante il posizionamento di keypoints. 
In questa fase sono state sperimentate due possibilità, quella di linee suddivise 
con un passo incrementale ottenuto attivando l’opzione di SPACE (figura 
3.29), quella di creazione delle linee con l’algoritmo di inversione di una 
formula come mostrato nell’analisi del problema bidimensionale; 
- attivazione degli elementi BRICK 45 ad otto nodi e funzioni di forma lineari  e 
creazione dei volumi dei cilindri mediante l’istruzione VDRAG effettuata 
ciclicamente nel caso di linee create con equazione; 
- eliminazione delle mesh piane definite in precedenza; 
- applicazione degli elementi di contatto CONTACT 173 su un arco di 
lunghezza corrispondente alla zona di rifinitura della mesh appartenente al 






Figura 3.29 – rappresentazione della mesh secondo due proiezioni ortogonali 
 
- applicazione degli elementi TARGET 170 alla superficie esterna del cilindro 
lungo con estensione angolare scelta con criterio analogo agli elementi di 
contatto. 
La scelta del metodo di infittimento in senso assiale della mesh è condizionato da due 
fattori fondamentali: 
⋅ numero di elementi totale che incide da un lato sull’accuratezza del 
risultato e dall’altro influenza la velocità di ottenimento della soluzione 
(nonché nei casi estremi la possibilità o meno di portare a termine 
l’analisi); 
⋅ conoscenza teorica dell’andamento delle tensioni per poter minimizzare 
l’errore con una opportuna disposizione degli elementi in relazione alle 
funzioni di forma scelte. 
Nel caso non si conosca a priori o non si riesca a prevedere qualitativamente l’andamento 
della tensione l’infittimento a passo progressivo conduce ad un risultato più veloce, viceversa 
l’infittimento secondo funzione permette di ricopiare al meglio l’andamento delle 
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Figura 3.30 – vista ingrandita della mesh in assonometria isometrica  
 
E’ infine utile osservare che questo tipo di costruzione di mesh (indipendentemente dal 
metodo di infittimento assiale) a parità di elementi è molto rapido da generare per cui 
abbinato ad un infittimento a passo progressivo si configura come il modello più rapido con 
risultati soddisfacenti possibili (errore sulla pressione inferiore all’1 %). 
3.2.1.2 Secondo tipo di Mesh 
Il secondo tipo di mesh è stato costruito in una fase successiva con l’intento principale di 
ottimizzare il modello per il problema in esame ovvero cercando di ottenere il compromesso 
tra il più alto numero di elementi compatibili con le prestazioni del calcolatore e il miglior 
risultato nella zona di interesse oggetto dell’analisi.  
La metodologia usata questa volta è esclusivamente di tipo “Top-Down” in quanto si è 
partiti dalla creazione dei volumi, intervenendo in seconda fase sui parametri di modellazione 
principali. 
Il procedimento adoperato per creare la mesh su ciascuno dei due cilindri è più in 
dettaglio il seguente: 
- modellazione dell’intero volume del cilindro; 
- creazione di due aree distinte con procedimento “bottom-up” rappresentanti le 
zone ad alto e medio infittimento in analogia alle precedenti mesh; 
- attivazione degli elementi piani PLANE 42 con opzione di stato piano di 
deformazione3 (figura 3.31); 
                                                 
3 In realtà l’attivazione dell’opzione è necessaria per la creazione della mesh piana ma ininfluente sul risultato 
finale visto che l’area ha solamente la funzione di elemento di costruzione per la mesh volumetrica e 





Figura 3.31 – fase della generazione della mesh 
 
- creazione di una mesh di tipo mapped con quadrilateri per la zona ad alto 
infittimento e di una mesh di tipo free ancora con quadrilateri nella zona a 
medio livello di infittimento; 
 
 





- attivazione degli elementi BRICK 45 ed estrusione delle aree lungo una 
generatrice del cilindro suddivisa in precedenza con un passo ad incremento 
progressivo (figura 3.32); 
- esecuzione di alcune operazioni di tipo booleane per ottenere la parte di 
volume ancora priva di mesh; 
 
 
Figura 3.33 – risultato finale del processo di creazione della mesh 
 
 




- generazione dei restanti elementi con una mesh di tipo free ad elementi 
tetraedrici con un livello di infittimento grossolano ma compatibile con le 
interfacce delle superfici del settore intermedio (figura 3.33); 
- applicazione degli elementi di contatto CONTACT 173 in maniera analoga a 
quanto fatto per il primo tipo di mesh; 
- applicazione degli elementi TARGET 170 alla superficie esterna del cilindro 
ancora analogamente al modello precedente (figura 3.34). 
Il risultato finale consente di minimizzare il numero di elementi nelle zone dove i 
gradienti di tensione sono ridotti concentrandoli invece nel contatto di bordo. Per quanto in 
generale sconsigliato, l’uso degli elementi di forma tetragonale in questo caso non inficiano la 
soluzione ma grazie alla loro forma, sono gli unici che consentono la possibile interfaccia tra 
zone a livello di infittimento molto diverso. Il modello appena presentato ha mostrato degli 
ottimi risultati tanto che esso è stato poi riadattato al caso del cilindro su piano già presentato 
nel capitolo 2. 
E’ da osservare infine che entrambi i modelli di mesh proposti sono di tipo parametrico e 
permettono una notevole varietà di combinazioni tra i principali parametri, pertanto a seconda 
delle prestazioni dei calcolatori usati è possibile arrivare rapidamente alla scelta del modello 
più consono alla situazione. 
3.2.1.3 Vincoli e Carichi 
Sia per effetto dell’uso di elementi di volume rispetto a quelli piani sia a causa del fenomeno 
di contatto, il caso tridimensionale presenta alcune differenze importanti. 
3.2.1.3.1 Vincoli 
I vincoli applicati al modello possono essere schematizzati come segue (figura 3.35): 
? vincoli di simmetria su due piani di cui uno è presente a causa della 
rappresentazione numerica del problema visto che in teoria i due cilindri si 
estendono all’infinito in direzione dell’asse; 
? vincoli di appoggio sul cilindro inferiore per evitare che il modello sia labile e il 
programma non riesca ad invertire la matrice di rigidezza; 
? vincoli di contatto dovuti alla presenza degli elementi contact e target a differenza 
del caso bidimensionale dove il problema era lineare e bastava vincolare i due 
corpi lasciando la possibilità di traslare relativamente l’un l’altro in direzione 
parallela agli assi dei cilindri. 
 







L’unica sollecitazione applicata in questo caso non è una pressione per unità di lunghezza 
ma si ha una condizione di spostamento imposto (figura 3.36). Questa scelta è dovuta 
principalmente al fatto che una far field condition descrive in maniera più appropriata le 
condizioni di carico che si verificano durante l’ingranamento di ruote dentate cilindriche, è 
rara infatti la conoscenza della pressione che agisce sul fianco di ciascun dente mentre è più 




Figura 3.36 – condizione di spostamento imposto sulla superficie superiore del cilindro con 
estremità libera 
 
Ai fini del risultato il problema risulta più complesso rispetto al caso condizione di carico 
imposto vista la non linearità del contatto, per questa ragione la ricerca e l’ottenimento di una 
relazione numerica risulta di maggiore interesse e generalità. 
3.2.2 Risultati dell’analisi 
In analogia a quanto fatto in precedenza nei sottoparagrafi successivi sono riportati in 
forma grafica i principali risultati delle simulazioni numeriche ai fini di una discussione 
qualitativa sugli effetti di bordo. 
3.2.2.1 Mappe delle tensioni 
Di seguito sono presentate le mappe delle tensioni normali lungo le direzioni principali. 
La tensione normale xx (figura 3.37) mostra un andamento costante lontano dal bordo come 




sovraelongazione ed infine si stabilizza su un valore al bordo inferiore a quello di riferimento 































Figura 3.37 – mappa della tensione normale σxx 
La tensione normale yy (Figura 3.38), che nel piano deformato di contatto rappresenta 
anche la tensione principale minima, presenta invece come previsto una intensificazione 
locale sull’estremità libera molto significativa con gradienti di tensione molto forti non 


































L’andamento lontano dalla zona di estremità è congruente con la teoria di Hertz e si 





























Figura 3.39 - mappa della tensione normale σzz 
La tensione normale zz infine (figura 3.39) mostra una zona addirittura in trazione in 
prossimità del bordo che decresce fino a un valore negativo di minimo assoluto per poi 
stabilizzarsi anch’esso al valore di plane strain. Come per la tensione normale xx anche in 
questo caso i gradienti non sono molto accentuati per cui si ha una bassa variazione 
soprattutto in direzione radiale e trasversale. 
3.2.2.2 Mappe delle deformazioni 
Le deformazioni estensionali riportate nelle figure che seguono mostrano degli andamenti 
analoghi a quelli delle corrispondenti tensioni anche se le variazioni sono molto più regolari 
con curve più “liscie” se rappresentate su percorsi scelti in grafici bidimensionali. In 
particolare: 
o la deformazione estensionale yy è presenta una singolarità allo spigolo e forti 
gradienti nelle tre direzioni; 
o la deformazione estensionale xx parte da un valore finito, raggiunge un massimo e 
successivamente si stabilizza a valori prossimi a quelli di yy con cui riporta la 
massima differenza proprio sull’estremità libera; 
o la deformazione estensionale zz risulta positiva nelle zone di bordo in cui il 
cilindro interrotto si espande per effetto poissoniano mentre tende rapidamente al 
valore nullo via via che si passa verso la zona centrale confermando l’ipotesi di 
stato piano di deformazione in direzione parallelo all’asse dei cilindri. 
E’ da notare invece come la deformazione xx nella zona di estremità risulti di un ordine di 
grandezza inferiore alle altre due. Questa osservazione permetterà successivamente di 
ipotizzare in quella zona con buona approssimazione uno stato piano di deformazione non più 
in direzione parallela all’asse ma proprio in trasversale avvalorando lo studio effettuato in 


























































































Figura 3.42 - mappa della deformazione estensionale εzz 
 
3.2.2.3 Impronta di contatto 
A differenza del caso cilindro piano l’impronta di contatto mostra una forma “svasata” in 
prossimità dell’estremità del cilindro. Un comportamento del genere era prevedibile notando 
la mappa di tensione normale yy.  
Nella zona centrale la pressione è quella stimata con la teoria di Hertz e in maniera del 








3.2.2.4 Tensioni di contatto 
Di seguito sono riportati gli andamenti delle tensioni principali su un percorso 





































Figura 3.44 – andamento delle tensioni principali lungo la linea di contatto giacente sul 




































Figura 3.45 – andamento delle tensioni principali lungo la linea di contatto giacente sul 




La figura 3.44 fa riferimento al cilindro con estremità libera mentre la figura 3.45 è 
collegata al cilindro inferiore di lunghezza idealmente infinita.  
Si può notare su entrambi la presenza della singolarità al bordo per la tensione principale 
di compressione. E’ evidente che per il principio di azione e reazione le azioni scambiate 
all’interfaccia devono essere uguali, per questo motivo le curve hanno lo stesso andamento se 
si considera come origine lo spigolo del cilindro interrotto. Le piccole differenze sono legate 
all’algoritmo di convergenza che si attiva in presenza degli elementi non lineari, mentre è 
interessante osservare la zona di materiale del cilindro infinito appena lontano dallo spigolo di 
contatto: 
• la tensione principale minima, equivalente a quella normale yy mostra una 
discontinuità portandosi appena fuori dallo spigolo al valore nullo 
coerentemente con l’evidenza fisica di superficie libera; 
• la tensione normale xx tende a zero con un gradiente altissimo in prossimità 
dello spigolo e poi presenta una seconda zona con variazione più dolce; 
• la tensione normale zz raggiunge il valore massimo al bordo del cilindro 
superiore e senza discontinuità (a meno della turbolenza numerica nel punto 
dovuto agli elementi di contatto) tende a zero con una variazione a gradiente 
progressivamente decrescente (all’incirca parabolicamente). 
3.2.3 Formula generale  
L’estensione della relazione (3.12) al caso tridimensionale ha presentato diversi problemi, 
in particolare: 
o risulta di difficoltà maggiore individuare una caratteristica geometrica 
significativa a causa del fatto che sono possibili numerose alternative, sia 
parametri puramente geometrici come ad esempio uno dei raggi di curvatura dei 
cilindri o una loro particolare combinazione o i diametri ecc., sia parametri 
derivati dalla combinazione di altre variabili purchè sia mantenuta la coerenza 
dimensionale, ad esempio la semimpronta di contatto prevista dalla teoria di Hertz 
ecc.; 
o la condizione di carico non è più rappresentata da una pressione sulla superficie 
superiore del rettangolo che si estende all’infinito in modo da realizzare uno stato 
piano di deformazione bensì le condizioni di carico possono essere varie4 e il 
corpo è un cilindro con curvatura, parametro che incide in maniera importante sul 
fenomeno della singolarità; 
o diventa in questo caso necessario determinare le dimensioni del concio di cilindro 
tagliato da piani paralleli al piano di simmetria assiale tale che l’ipotesi di plane 
strain in un intorno dello spigolo sia accettabile con buona approssimazione. 
Data la natura tridimensionale dell’effetto di bordo nel caso reale, non è sembrato più 
possibile individuare un parametro geometrico dipendente soltanto dalle caratteristiche del 
modello. A causa della non linearità infatti non è più possibile prescindere anche dalle 
condizioni di sollecitazione applicata, per questi motivi è parso più opportuno considerare 
nella formula un parametro derivato, in particolare la semimpronta di contatto Hertziana è 
stata individuata come la caratteristica più significativa del problema tale da conglobare in sé 
tutte le principali variabili del modello: 
⋅ di natura costitutiva, visto che in essa è presente il termine E* dipendente 
dai moduli di Young e di Poisson di entrambi i cilindri; 
⋅ di natura geometrica grazie ancora alla presenza del parametro composto 
R* , combinazione delle curvature dei cilindri; 
                                                 
4 quanto meno a causa della non linearità a differenza del caso 2D non è più possibile passare dalla pressione al 




⋅ legata alla condizione di carico, in quanto dipende dalla forza applicata o 
dallo stato di spostamento imposto anche in zone molto lontane (far field 
condition). 
Grazie a quest’ultima caratteristica si riesce quindi a svincolare il fenomeno dalla 
geometria a monte e si localizza il problema soltanto nella zona prossima al contatto con 
dimensioni per l’appunto dell’ordine di grandezza della semimpronta. 
In maniera del tutto analoga al parametro geometrico a questo punto nella scelta della 
condizione di carico equivalente da considerare risulta logico perseverare nell’uso di una 
variabile locale anch’essa dipendente soltanto dal fenomeno del contatto, in particolare è stata 
considerata la pressione hertziana massima ipotizzata costante nel concio di validità della 
condizione di stato piano di deformazione. 
A seguito di queste considerazioni la formula nel caso tridimensionale assume una forma 
del tipo: 
 














pkrp ν       ( 3.14) 
 
in cui in totale analogia al caso bidimensionale k1 è una costante dimensionale, ν* è 
definito dalla (3.13) e p è lo zero a parte reale minore delle radici dell’equazione trascendente 
(3.6). 
La semplice trasposizione della (3.12) si è rivelata però incompleta. Nel caso reale infatti 
dall’analisi dei risultati delle simulazioni numeriche è sorta la necessità di inserire due termini 
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Questa differenza tra le relazioni può essere spiegata qualitativamente ricordando che nel 
caso bidimensionale la dimensione geometrica usata era pura, indipendente cioè dalla 
variazione di E o di ν di uno dei due corpi. Nel problema completo invece la semimpronta è 
influenzata da queste variazioni che per mantenere la dualità col caso precedente devono 
essere compensate per l’appunto con l’aggiunta dei fattori  (3.15) e (3.16). 
In definitiva, la relazione generale diventa: 
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che può essere scritta anche nella forma in cui compare il carico per unità di lunghezza e i 
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dove in entrambe le formule la costante adimensionale è la migliore a seguito di un 
processo di best fitting. 
Le ipotesi di validità della formula ed alcune osservazioni sulla natura fisica di ciascun 
termine sono riportati nel paragrafo 3.2.5 dopo la presentazione delle prove svolte e dei 
risultati trovati al fine di avere una visione più completa della sua efficacia.  
3.2.4 Descrizione delle prove svolte 
Nel caso tridimensionale i parametri di riferimento per la validazione della relazione 
(3.18) sono 7 e più in particolare: 
1. raggio di curvatura del cilindro con estremità libera R1; 
2. raggio di curvatura del cilindro di lunghezza infinita R2; 
3. condizione di spostamento imposto (far field condition); 
4. modulo di elasticità del cilindro con estremità libera E1; 
5. modulo di elasticità del cilindro di lunghezza infinita E2; 
6. modulo di Poisson del cilindro con estremità libera ν1; 
7. modulo di Poisson del cilindro di lunghezza infinita ν1. 
Di seguito sono riportati i principali risultati ottenuti variando alternativamente uno o una 
coppia di queste variabili considerando costanti le altre in condizioni di riferimento. 
I valori usati per definire la condizione di riferimento sono i seguenti: 
? R1 = 1 mm; 
? R2 = 1.5 mm; 
? Sp = 0.1 mm; 
? E1 = 210000 Mpa (acciaio); 
? E2 = 210000 Mpa (acciaio); 
? ν1 = 0.3 (acciaio); 
? ν2 = 0.3 (acciaio); 
in cui la larghezza della semimpronta di contatto è risultata all’incirca un ventesimo del 
raggio o equivalentementa la larghezza dell’impronta è risultata circa un decimo del raggio 
del cilindro interrotto. 
Nelle tabelle riassuntive delle prove presentate, a parte le notazioni già note, sono presenti 
altri due campi che integrano i dati: 
1. F, che rappresenta l’integrale della pressione lungo un percorso definito sulla 
semimpronta di contatto in una zona lontana dal bordo in cui vale l’ipotesi di stato 
piano di deformazione e teoricamente è pari a P/2; 
2. n = p – 1, che rappresenta l’esponente dell’ascissa curvilinea r ed è usato per 




3.2.4.1 Risultati al variare dei raggi di curvatura 
I primi parametri esaminati sono i raggi di curvatura dei due cilindri. Nella tabella 2-1 
sono mostrati in dettaglio i valori caratteristici delle prove svolte. 
Tabella 3-2 – dettaglio delle prove effettuate variando i raggi di curvatura dei cilindri 
Nelle figure seguenti sono invece riportati in forma grafica uno accanto all’altro per un 
agevole confronto i casi con valori estremi simulati: 
? R1 = 1 e R2 = 1/3 con rapporto R1/R2 = 1/3; 
? R1 = 1 e R2 = 3 con rapporto R1/R2 = 3. 
Vengono presentati gli andamenti della pressione di contatto a partire dallo spigolo in 
scala logaritmica, semilogaritmica e l’andamento del valore assoluto dell’errore in forma 
percentuale in funzione della ascissa in scala logaritmica, calcolato come differenza tra il 
valore numerico e teorico diviso il valore teorico. 
 
 
Figura 3.46 – confronto tra l’andamento numerico e teorico della pressione di contatto in 
scala logaritmica per un rapporto dei raggi di curvatura pari ad 1/3 e 3 
 
Dalla figura 3.46 si nota come l’andamento numerico ricopi abbastanza bene quello 
previsto teoricamente. Come si può osservare dalla figura 3.48 inoltre il valore assoluto 
dell’errore percentuale nella decade compresa tra 10-3 b e 10-2 b rimanga contenuta al di sotto 
del 10% con un errore medio che si attesta al 4%. 
VARIAZIONI DEI RAGGI DI CURVATURA 
Codice prova R1 R2 F E1 E2 n NI1 NI2 Rstar Estar Nistar
P001 1 0.333 254.91 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.2498 115385 0.15 
P002 1 0.333 922.5 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.2498 115385 0.15 
P001 1 1 809.07 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.5 115385 0.15 
P003 1 1 827.39 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.5 115385 0.15 
P002 1 1.5 512.96 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
P004 1 1.5 247.89 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
P006 1 1.5 806.98 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
P007 1 1.5 1130 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 







Figura 3.47 - confronto tra l’andamento numerico e teorico della pressione di contatto in 




Figura 3.48 - confronto tra gli errori assoluti in termini percentuali  in scala semilogaritmica 
per un rapporto dei raggi di curvatura pari ad 1/3 e 3 
3.2.4.2 Risultati al variare della condizione di spostamento imposto 
Il secondo parametro interessante ai fini dello studio è la condizione di sollecitazione 
esterna applicata.  
In tabella 3-3 è riportato il dettaglio delle prove svolte variando lo spostamento applicato, 
mentre nelle figure successive, in maniera del tutto analoga alle variazioni di curvatura sono 
presentati i risultati delle due condizioni estreme provate: 
? Spostamento sp = 0.1 mm (che ha fornito un impronta pari a circa 1/10 R1); 
? Spostamento sp = 0.5 mm (che ha fornito un impronta pari a circa 1/4 R1). 
Anche in questo caso la correlazione è buona con valore assoluto dell’errore che nella 
decade di interesse non va mai oltre il 10% e addirittura in uno dei due casi non supera  il 4% 
con valori medi più bassi. 
E’ da osservare infine che la condizione di spostamento imposto più gravoso ha prodotto 
un’impronta pari ad oltre un quarto di raggio del cilindro interrotto oltrepassando 




maniera comunque accettabile. Per questo motivo è ragionevole ritenere valida 
l’approssimazione fornita dalla relazione (3.17) nella misura dei limiti della teoria di Hertz 
consigliati per l’impronta di contatto. 
VARIAZIONE DEGLI SPOSTAMENTI IMPOSTI 
Codice prova F R1 R2 E1 E2 n NI1 NI2 Rstar Estar Nistar
P004 247.89 1 1.5 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
P001 254.91 1 0.33 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.24981 115385 0.15 
P002 512.96 1 1.5 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
P006 806.98 1 1.5 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
P001 809.07 1 1 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.5 115385 0.15 
P003 827.39 1 1 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.5 115385 0.15 
P002 922.5 1 0.33 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.24981 115385 0.15 
P007 1130 1 1.5 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
P008 1456 1 1.5 210000 210000 -0.226 0.3 0.3 0.6 115385 0.15 
Tabella 3-3– dettaglio delle prove effettuate variando lo spostamento imposto alla superficie 
superiore del cilindro interrotto 
 
Figura 3.49  – confronto tra l’andamento numerico e teorico della pressione di contatto in 
scala logaritmica tra le condizioni di spostamento imposto sp = 0.1 e sp = 0.5 mm 
 
Figura 3.50 - confronto tra l’andamento numerico e teorico della pressione di contatto in 






Figura 3.51 - confronto tra gli errori assoluti in termini percentuali  in scala semilogaritmica 
tra le condizioni di spostamento imposto sp = 0.1 e sp = 0.5 mm 
3.2.4.3 Risultati al variare dei moduli di Poisson 
In tabella 3-4 sono riportati in dettaglio i valori relativi alle prove svolte al variare dei 
moduli di Poisson. In questo caso le situazioni scelte come limiti estremi del comportamento, 
i cui andamenti di pressione di contatto ed errore sono mostrati nelle figure seguenti, sono: 
? ν1 = 0.1, ν2 = 0.4; 
? ν1 = 0.4, ν2 = 0.1. 
VARIAZIONI DEI MODULI DI POISSON 
Codice prova n NI1 NI2 F E1 E2 R1 R2 Rstar Estar Nistar 
p000 -0.2364 0.3 0.1 227.83 210000 210000 1 1.5 0.6 110526 0.075 
p001 -0.2157 0.1 0.3 230.86 210000 210000 1 1.5 0.6 110526 0.075 
p002 -0.2358 0.4 0.3 242.11 210000 210000 1 1.5 0.6 120000 0.17143
p003 -0.2162 0.3 0.4 244.2 210000 210000 1 1.5 0.6 120000 0.17143
p004 -0.2326 0.3 0.2 230.72 210000 210000 1 1.5 0.6 112299 0.12 
p005 -0.2194 0.2 0.3 232.44 210000 210000 1 1.5 0.6 112299 0.12 
p006 -0.2463 0.4 0.1 233.56 210000 210000 1 1.5 0.6 114754 0.08 
p007 -0.2425 0.4 0.2 236.62 210000 210000 1 1.5 0.6 116667 0.13333
p008 -0.2358 0.4 0.3 242.11 210000 210000 1 1.5 0.6 120000 0.17143
p009 -0.226 0.4 0.4 250.98 210000 210000 1 1.5 0.6 125000 0.2 
p010 -0.206 0.1 0.4 238.79 210000 210000 1 1.5 0.6 114754 0.08 
p011 -0.2097 0.2 0.4 240.52 210000 210000 1 1.5 0.6 116667 0.13333
p012 -0.2162 0.3 0.4 244.2 210000 210000 1 1.5 0.6 120000 0.17143
p013 -0.226 0.4 0.4 250.98 210000 210000 1 1.5 0.6 125000 0.2 
p014 -0.2298 0.2 0.1 224.67 210000 210000 1 1.5 0.6 107692 0.06667
p015 -0.2222 0.1 0.2 225.93 210000 210000 1 1.5 0.6 107692 0.06667
p016 -0.226 0.1 0.1 223.18 210000 210000 1 1.5 0.6 106061 0.05 
Tabella 3-4 – dettaglio delle prove effettuate variando i moduli di Poisson dei cilindri 
Dalle rappresentazioni grafiche si nota un’ottima correlazione in entrambi i casi, in 
particolare la scala semilogaritmica evidenzia molto bene la corrispondenza delle curve. 
La risposta della formula alle variazioni combinate dei ν si è dimostrata molto buona. Le 
numerose prove hanno inoltre consentito di testare un ampio dominio con una mappa 





Figura 3.52 - confronto tra l’andamento numerico e teorico della pressione di contatto in 
scala logaritmica per le coppie di moduli di Poisson ν1 = 0.1, ν2 = 0.4 e ν1 = 0.4, ν2 = 0.1. 
 
Figura 3.53 - confronto tra l’andamento numerico e teorico della pressione di contatto in 
scala semilogaritmica per le coppie di moduli di Poisson ν1 = 0.1, ν2 = 0.4 e ν1 = 0.4, ν2 = 
0.1. 
 
Figura 3.54 - confronto tra gli errori assoluti in termini percentuali  in scala semilogaritmica 





3.2.4.4 Risultati al variare dei moduli di Young 
I dati relativi alle prove eseguite con l’intento di testare la (3.17) in funzione dei moduli di 
elasticità sono presentati in tabella 3-5. I valori relativi ad alcune prove sono evidenziate dal 
colore arancione e rappresentano i valori dei moduli di Young per cui la correlazione è fallita. 
  
VARIAZIONI DEI MODULI DI YOUNG 
Codice prova n E1 E2 F NI1 NI2 R1 R2 Rstar Estar Nistar
p000 -0.3545 210000 70000 114.23 0.3 0.3 1 1.5 0.6 57692.3 0.15 
p001 -0.1078 70000 210000 121.61 0.3 0.3 1 1.5 0.6 57692.3 0.15 
p002 -0.4243 210000 30000 56.213 0.3 0.3 1 1.5 0.6 28846.2 0.15 
p003 -0.0524 30000 210000 61.731 0.3 0.3 1 1.5 0.6 28846.2 0.15 
p004 -0.3861 210000 50000 87.224 0.3 0.3 1 1.5 0.6 44378.7 0.15 
p005 -0.0819 50000 210000 94.225 0.3 0.3 1 1.5 0.6 44378.7 0.15 
p006 -0.276 210000 140000 186.3 0.3 0.3 1 1.5 0.6 92307.7 0.15 
p008 -0.3159 210000 100000 148.76 0.3 0.3 1 1.5 0.6 74441.7 0.15 
p009 -0.1412 100000 210000 155.5 0.3 0.3 1 1.5 0.6 74441.7 0.15 
p010 -0.226 210000 210000 235.91 0.3 0.3 1 1.5 0.6 115385 0.15 
p011 -0.2383 210000 190000 223.38 0.3 0.3 1 1.5 0.6 109615 0.15 
p012 -0.2521 210000 170000 209.64 0.3 0.3 1 1.5 0.6 103239 0.15 
p013 -0.2675 210000 150000 194.48 0.3 0.3 1 1.5 0.6 96153.8 0.15 
Tabella 3-5 – dettaglio delle prove effettuate variando i moduli di elasticità dei cilindri 
 
Come si evince osservando bene i dati, in ciascun caso la rigidezza del cilindro inferiore 
risulta maggiore di quella del cilindro con estremità libera. 
Passando da valori di E simili tra loro a coppie di valori caratterizzati da una differenza 




Figura 3.55 - andamento della pressione di contatto calcolata numericamente per cilindri 
con coppie di moduli di elasticità nell’ordine con E1 = 100, E2 = 210; E1 = 70, E2 = 210; 
 
In figura 3.55 sono rappresentati gli andamenti della pressione di contatto per coppie di 
moduli di elasticità diversi, in particolare E2 mantiene un valore fisso di  210 Gpa mentre E1 




il centro  si passa dalla singolarità al valore di plane strain con una sovraelongazione molto 
marcata, si viene a formare un “riccio” sulla curva. Questa caratteristica si accentua nel caso 
in cui E1 = 70 Gpa mostrato nell’immagine di destra.  
 
 
Figura 3.56 – andamento della pressione di contatto calcolata numericamente per cilindri 
con coppia di moduli di elasticità E1 = 30, E2 = 210. 
 
Nel caso di valore più estremo provato (figura 3.56) addirittura la singolarità è confinata 
in una zona così piccola che sembra sparire ed il valore della pressione allo spigolo tende ad 
una costante più piccola della pressione di contatto sotto l’ipotesi di stato piano di 
deformazione. In condizioni di rapporto di rigidezza infinita infatti si ritorna alla situazione di 
cilindro su piano rigido trattato nel capitolo 2. 
 
Figura 3.57 - confronto tra l’andamento numerico e teorico della pressione di contatto in 
scala logaritmica  e semilogaritmica per una coppia di cilindri con E1 = 210 ed E2 = 30 Gpa. 
 
In figura 3.57 è mostrato il confronto nel caso in cui invece è il cilindro interrotto ad 
avere una rigidezza maggiore, più precisamente è riportato il caso limite estremo seguendo 




Dalla figura 3.58 si può osservare come in questa situazione si ritorni ad un errore % 
massimo del 10 % con valore medio che si attesta al 5% e la formula continua a fornire una 
risposta ancora accettabile. 
 
 
Figura 3.58 – valore assoluto dell’errore in termini percentuali  in scala semilogaritmica per 
una coppia di cilindri con E1 = 210 ed E2 = 30 Gpa. 
 
3.2.5 Ipotesi di validità della formula e considerazioni fisiche 
Volendo riassumere i principali risultati ottenuti dalle simulazioni numeriche è possibile 
affermare che: 
• l’approssimazione sull’andamento della pressione di contatto fornita da 
Ansys® al variare dei raggi di curvatura si è dimostrata robusta nei limiti dei 
valori assoluti dell’errore menzionati in precedenza; 
• rapporti tra raggi di curvatura minori di 1 ovvero con raggio del cilindro 
interrotto maggiore di quello di lunghezza infinita forniscono un’errrore via 
via più alto molto probabilmente a causa del fatto che l’ipotesi di plane strain 
locale nello spigolo perde di valore5; 
• la formula ha risposto bene ad ampie variazioni della sollecitazione applicata 
dimostrandosi accettabile per rapporti impronta di contatto - raggio di 
curvatura dei cilindri contemplati nei limiti della teoria di Hertz, in particolar 
modo per le condizioni di carico meno gravose è stato ottenuto un ottimo 
risultato; 
                                                 
5 Una ragione plausibile potrebbe essere che la rigidezza locale del cilindro di lunghezza inifinita a causa di una 
maggiore curvatura diminuisca sortendo un effetto analogo a quello visto per coppie di moduli di Young con    




• le variazioni dei moduli di Poisson in forma combinata si sono dimostrate le 
più stabili ai fini del valore assoluto dell’errore, in particolar modo il valore di 
ν2 è risultato poco influente sulla costante (ma non ovviamente sulla forma 
della singolarità che è funzione della combinazione di tutti i quattro parametri 
costitutivi); 
• per valori di modulo di elasticità del cilindro di lunghezza infinita maggiore 
rispetto al corrispondente modulo del cilindro interrotto la relazione (3.17) 
non è applicabile perché fornisce dei valori totalmente errati. Il 
comportamento al limite con E2 molto più grande di E1 tale da poter essere 
considerato infinito è quello di cilindri con superfici di base allineate 
schematizzabili con il contatto cilindro – piano. 
• l’approssimazione ritorna nei limiti di errore visti nel caso invece che si 
varino i modulo di elasticità mantenendo la condizione di rigidezza maggiore 
del cilindro interrotto, al più considerando gli stessi valori di E (ad esempio 
rientra nel campo di validità il contatto acciaio su acciaio). 
 
3.2.6 Mappe tridimensionali 
Nei sottoparagrafi che seguono sono riportati alcuni grafici tridimensionali aventi lo 
scopo di sintetizzare le variazioni della costante k rispetto alle possibili combinazioni delle 
principali coppie di parametri. 
La costante k  è pari a: 
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 ( 3.19) 
 
Le mappe dei parametri costitutivi, che intervengono anche sul valore dell’esponente p, 
sono state costruite sulla base di 25 punti interpolati con una superficie. I valori 
dell’esponente sono stati calcolati usando una routine di Mathematica® il cui file è allegato in 
appendice.  
La mappa relativa alle variazioni di raggio di curvatura ha invece una caratterizzazione di 
punti molto densa visto che non interviene sull’equazione trascendente e non è necessario 
impostare nessun algoritmo di estrazione di soluzione da un’equazione non lineare. 
In ciascun grafico riportato i parametri non presenti in ascissa e in ordinata (solo in 
ascissa nel caso delle variazioni di carico) hanno un valore fisso pari a quello di riferimento 
indicato in un paragrafo precedente. 
 
3.2.6.1 k in funzione dei raggi di curvatura 
Come è possibile osservare dalla figura 3.59 le variazioni di raggio comportano delle 
variazioni della costante secondo curve a primo impatto iperboliche, in particolare: 
o la superficie rappresentata mostra un piano di simmetria verticale che interseca il 
piano dei raggi a 45°, questo ad indicare il fatto che almeno teoricamente a parità 
du variazione di ciascun raggio corrisponde lo stesso effetto sulla costante 
moltiplicativa (come si poteva immaginare ricordando il valore di R*), mentre in 
realtà si è constatato dai risultati che i punti appartenenti alla porzione di piano 
con R2 < R1 presentano un errore via via crescente man mano che la condizione 




o i valori massimi della costante si ottengono per raggi di curvatura molto bassi, al 
limite per raggi nulli si ha un valore di k infinito. La spiegazione fisica a questo 
comportamento è rappresentata dal fatto che a parità di altre condizioni (carico, 
materiali, ecc.) a raggi minori corrisponde un impronta minore e si ha una 
maggiore concentrazione della tensione. 
 
Figura 3.59 – variazione della costante moltiplicativa k in funzione dei raggi di curvatura dei 
cilindri in scala semilogaritmica (nel piano). 
 
 
3.2.6.2 k in funzione della condizione di carico applicata 
L’ascissa riportata in figura 3.60 rappresenta il carico applicato per unità di lunghezza (in 
direzione parallela all’asse dei cilindri) calcolato come integrale della pressione di contatto 
esteso sulla larghezza dell’impronta in una zona lontano dal bordo in cui vale l’ipotesi di stato 
piano di deformazione6. 
Come facilmente intuibile, aumenti della condizione di carico imposta comportano un 
aumento della costante moltiplicativa. Una caratteristica invece interessante, è che la legge di 
variazione a differenza di quanto visto nel caso bidimensionale non è lineare ma ha un 
gradiente progressivamente crescente. 
                                                 
6 Per maggiore attendibilità del risultato il valore ottenuto da questo integrale è stato comunque confrontato con 





In figura 3.60 oltre alla variazione teorica rappresentata dalla curva di colore blu sono 
presenti dei punti rossi corrispondenti ai valori trovati dalle simulazioni. 
 
Figura 3.60 – variazione della costante moltiplicativa k in funzione del carico applicato per 
unità di lunghezza in cui sono riportati alcuni valori determinati numericamente. 
 
3.2.6.3 k in funzione dei moduli di Poisson 
La costante moltiplicativa in funzione dei moduli di Poisson ha mostrato le seguenti 
caratteristiche: 
- alta sensibilità nei confronti del modulo relativo al cilindro con estremità 
libera. L’andamento in funzione di ν1 presenta componente lineare dominante 
e dei termini di ordine superiore che comportano una leggera curvatura sulla 
superficie. Il termine lineare nella formula della costante è rappresentato dal 
fattore indicato nelle relazioni come k3 mentre la parte che induce la curvatura 
è dovuta alla leggera variazione dell’esponente p visto che al variare del 
modulo di Poisson cambia anche α e quindi l’equazione trascendente; 
- bassa sensibilità nei confronti del modulo relativo al cilindro di estensione 
infinita con variazioni rispetto a questo parametro molto lievi dovute soltanto 
all’influenza di ν2 nei confronti dell’esponente p.  
Fisicamente questa differenza di comportamento si può spiegare qualitativamente 
pensando che mentre il cilindro interrotto è libero di espandersi con valori massimi che si 
concentrano proprio nella zona prossima allo spigolo quello di lunghezza infinita come tale 
interviene con l’effetto Poisson soltanto localmente nella zona prossima al bordo; in altre 
parole nel cilindro interrotto tutta l’espansione si concentra nella zona dove il corpo può 
espandersi e visto che il cilindro è premuto lo spigolo risente della mancata espansione assiale 
nella zona di contatto che sortisce l’effetto di intensificare le tensioni. 
Per la stessa ragione presentata nel caso dei raggi di curvatura anche in questo caso al 





Figura 3.61 – variazione della costante moltiplicativa in funzione dei moduli di Poisson dei 
cilindri 
3.2.6.4 k in funzione dei moduli di Young 
In figura 3.62 è mostrata infine la variazione della costante moltiplicativa in funzione dei 
moduli di Young dei cilindri. Gli aspetti significativi da osservare sono: 
? forte sensibilità rispetto al valore di E del cilindro con estremità libera. 
Analogamente alla situazione riportata nel caso di ν1 le curve a E2 = costante 
mostrano la sovrapposizione di due effetti: quello dovuto al termine k2 nella 
relazione (3.17) dominante; quello indiretto derivante dall’influenza che il modulo 
di elasticità esercita sull’esponente p; 
? sensibilità inferiore rispetto al valore di E del cilindro di lunghezza infinita ma 
comunque marcata e rispetto al caso delle variazioni di ν esiste un termine di 






Figura 3.62 – variazione della costante moltiplicativa in funzione dei moduli di elasticità dei 
due cilindri 
 
Per quanto già osservato è utile sottolineare che la costante moltiplicativa ha significato 
soltanto nel semi spazio in cui è verificata la disequazione E1 > E2, nella mappa la parte 
corrispondente a valori al di fuori di questo dominio è indicata perché comunque utile per 




4 STUDIO DELLA PRESENZA DI UN RACCORDO D’ESTREMITÀ 
4.1 Considerazioni generali 
In questo capitolo è preso in considerazione il comportamento in termini di tensione e 
deformazione di due cilindri in contatto (di cui uno di lunghezza inferiore rispetto all’altro) 
nel caso in cui quello con superficie libera all’estremità presenti un raccordo al posto di uno 
spigolo vivo. 
I valori dei raggi di raccordo usati nelle simulazioni sono stati scelti volutamente piccoli 
rispetto alle altre dimensioni geometriche caratteristiche proprio al fine di ottenere 
un’indicazione utile a rappresentare la situazione che si verifica nell’ingranamento di ruote 
dentate cilindriche. 
Nei seguenti paragrafi sono riportati i dettagli dei modelli usati, i principali risultati e uno 
studio condotto variando il raggio di raccordo con lo scopo di stabilire l’andamento della 
pressione massima di contatto e più in generale osservare la variazione di forma della curva di 
pressione. 
4.2 Modellazione F.E.M. con la tecnica del submodelling 
Nella modellazione agli elementi finiti è stata necessaria la tecnica della modellazione per 
sottostrutture. Questa metodologia di solito è adottata nei casi in cui: 
• lo stato di tensione dipende fortemente dai parametri geometrici locali come 
ad esempio il raggio di raccordo; 
• l’analisi richiederebbe un infittimento della mesh in zone piccole concentrate 
molto accentuato, implicando di solito sia una modellazione molto complessa 
(a causa dei dettagli geometrici), sia rendendo il modello computazionalmente 
molto pesante. 
 




Nell’approccio per sottostrutture si riesce ad ovviare a questi inconvenienti 
rappresentando un modello del dettaglio di dimensioni inferiori rispetto al corpo completo. 
Lo stato di tensione è determinato applicando uno stato di spostamento calcolato da 
un’analisi precedente come condizione di carico alle interfacce. 
4.2.1 Caratteristiche generali del submodelling 
In particolare la tecnica prevede i seguenti passi: 
1. creazione, salvataggio ed analisi di un modello Coarse che prevede la 
rappresentazione del corpo in esame privo di dettagli geometrici e con una 
mesh relativamente grossolana, comunque adatta alle dimensioni del 
modello; 
2. svuotare il database e cambiare il file di lavoro per evitare possibili 
sovrascritture delle precedenti analisi (quella effettuata nel punto 1); 
3. creare il sottomodello usando le stesse real costant, lo stesso tipo di 
elementi e materiale ricordando di creare il modello nella stessa posizione 
di quello coarse rispetto al sistema di riferimento cartesiano globale; 
4. effettuare l’interpolazione degli spostamenti sui bordi di taglio del 
sottomodello, operazione che si divide in: selezione dei nodi sul bordo di 
taglio del sottomodello e successivo salvataggio mediante l’istruzione 
NWRITE; selezione di ogni entità presente, salvataggio del sottomodello e 
uscita dall’ambiente di preprocessore; entrare nel postprocessore, caricare i 
dati relativi al modello grossolano con l’istruzione RESUME, indicare da 
quale file leggere i risultati con l’istruzione FILE e leggere i risultati 
dell’analisi dal modello coarse usando l’istruzione SET; creare un file con 
i risultati delle interpolazioni per i nodi intermedi usando l’istruzione 
CBDOF, infine uscire dal postprocessore e richiamare il sottomodello 
ancora con l’istruzione RESUME; 
5. entrare in ambiente di soluzione ed imporre gli spostamenti calcolati con 
l’istruzione /INPUT; 
6. duplicare sul sottomodello ogni condizione di carico o al contorno 
esistente sul modello grossolano; 
7. analisi del sottomodello e postprocessing dei risultati; 
8. controllo sulle tensioni di interfaccia tra il modello coarse e il sottomodello 
al fine di verificare che siano ragionevolmente simili. 
4.2.2 Primo modello di mesh 
Il primo modello di mesh usato è stato costruito secondo questa procedura: 
1. creazione delle linee corrispondenti ai contorni della sezione con il raccordo al 
posto dello spigolo, inserendo una coppia di linee per delimitare una sottoarea in 
prossimità del raggio di raccordo; 
2. creazione delle aree delimitate dalle linee, in particolare ottenimento di due aree 
distinte collegate alle interfacce; 
3. attivazione degli elementi piani PLANE 42 e unione della coppia di linee opposte 
all’arco di raccordo; 
4. generazione degli elementi dell’area più piccola usando una mesh di tipo 
“mapped” con forma quadrangolare degli elementi; 
5. generazione degli elementi all’interno dell’area rimanente usando una mesh di 
tipo “free” con elementi quadrangolari regolando le dimensioni caratteristiche con 
l’istruzione SMRTSIZE in cui è stata controllata anche la transizione e 
l’espansione della mesh; 
6. creazione di una linea pilota per la successiva estrusione in direzione 
circonferenziale con l’accortezza di usare l’opzione che permette di regolare la 




7. attivazione degli elementi solidi BRICK 45 ad otto nodi ed estruzione dell’aree 
con l’istruzione di VDRAG; 
8. creazione della parte connessa al cilindro infinito ripetendo i passi 1-7 con la 
differenza di avere un’area inferiore di forma rettangolare e una linea pilota con 
curvatura diretta nel verso opposto (figura 4.2); 
9. eliminazione degli elementi piani con l’istruzione di ACLEAR; 
10. attivazione degli elementi di contatto CONTACT 173 e generazione degli stessi 
sulle superfici esterne della parte superiore del sottomodello; 
11. attivazione degli elementi TARGET 170 e apposizione degli stessi sulla superficie 
esterna della parte inferiore del sottomodello. 
 
 
Figura 4.2 – vista ingrandita nella zona di raccordo del modello 
 
Il sottomodello risultato dalla procedura descritta presenta i seguenti elementi 
caratteristici (figura 4.3): 
• estensione in direzione circonferenziale uguale a quella della zona a massimo 
infittimento nel modello coarse pari a due volte la larghezza dell’impronta di 
contatto calcolata con la teoria di Hertz; 
• estensione nelle altre direzioni  funzione anch’essa dell’impronta di contatto, 
in particolare pari a 5 volte; 
• la differenza tra l’infittimento delle due aree in cui è suddiviso il sottomodello 
è molto accentuata; 
• valore del raggio di raccordo non influente nei confronti delle dimensioni 
complessive di contorno del sottomodello, per cui presenza di un limite 







Figura 4.3 – sottomodello creato col primo tipo di mesh 
 
4.2.3 Secondo modello di mesh 
Il secondo modello preso in considerazione è stato oggetto di varie prove al fine di 
ottimizzare la mesh per ottenere il risultato migliore in termini di andamento della pressione 
di contatto. In particolare, la procedura usata per costruire il modello è la seguente: 
1. creazione delle linee di contorno in questo caso senza suddividere l’area 
complessiva in due parti; 
2. creazione dell’area giacente sul piano di simmetria; 
3. attivazione degli elementi PLANE 42 e generazione della mesh di tipo “free” con 
forma quadrangolare degli elementi; 
4. utilizzo dell’istruzione di REFINE per l’infittimento locale della mesh su 4 zone 
in modo da avere una variazione progressiva costante delle dimensioni degli 
elementi con il massimo infittimento nella zona di inizio raccordo (figura 4.4); 
5. creazione di una linea pilota in direzione circonferenziale attivando l’opzione di 
divisione delle linee con passo progressivamente crescente; 
6. attivazione degli elementi solidi BRICK 45; 
7. estrusione dell’area lungo la linea pilota usando l’istruzione di VDRAG; 
8. creazione della parte inferiore del sottomodello generando immediatamente 
un’area rettangolare; 
9. generazione degli elementi piani sulla superficie inferiore partendo con una mesh 
di tipo “mapped” e successivamente operando 4 rifinimenti con criterio analogo 
alla parte superiore; 






Figura 4.4 – mesh ad elementi piani con ingrandimento nella zona di raccordo 
 
11. eliminazione degli elementi piani con l’istruzione ACLEAR; 
12. attivazione e apposizione degli elementi di contatto CONTACT 173 e TARGET 
170 sulle superfici esterne in contatto come mostrato in figura 4.5 in cui sono 
rappresentati solamente i suddetti elementi. 
 
 






Figura 4.6 – secondo modello di mesh 
 
Dalla figura 4.6 è possibile osservare alcuni elementi caratteristici del secondo modello di 
mesh: 
• estensione in direzione circonferenziale uguale a quella della zona a massimo 
infittimento nel modello coarse pari a due volte la larghezza dell’impronta di 
contatto calcolata con la teoria di Hertz in maniera del tutto analoga al primo 
modello; 
• estensione nelle altre direzioni  dipendente in questo caso dalle dimensioni del 
raggio di raccordo rispetto al quale è legato da una relazione fissa, comunque 
prevedendo un valore minimo per il contorno pari a 5 volte la larghezza 
dell’impronta di contatto come visto precedentemente; 
• le zone di infittimento hanno una forma rettangolare con lato lungo in 
direzione parallela alla linea di contatto realizzando un rapporto altezza base 
pari ad almeno 1/3; 
• l’ultimo infittimento sul volume appartenente al cilindro di estensione infinita 
è traslato verso l’estremità libera e non corrisponde all’ultimo infittimento 
dell’altra parte perché tiene conto dell’espansione poissoniana che si verifica a 
seguito dell’applicazione dei vincoli di spostamento. 
Rispetto al modello di mesh precedente a fronte di un numero maggiore di elementi e 
quindi  ad un costo computazionale maggiore in questo caso si ottiene un passaggio meno 
accentuato tra una zona di mesh e l’altra. Questo consente di avere degli andamenti omogenei 
delle tensioni e deformazioni con risultati di gran lunga migliori. 
La parametrizzazione dell’estensione delle zone al contorno consente inoltre una 
maggiore possibilità di analisi variando il valore del raggio di raccordo. 
4.2.4 Vincoli e carichi 
I vincoli e le condizioni di carico applicate al sottomodello sono riportati  







Figura 4.7 – condizioni di vincolo e carico imposte 
 
4.2.4.1 Vincoli 
L’unico vincolo applicato è quello di simmetria in maniera identica a quanto visto nel 
capitolo precedente per il modello coarse, in particolare è impedito lo spostamento in 
direzione trasversale ai nodi appartenenti al piano di simmetria. 
Sulle superfici esterne delle due parti il contatto è realizzato come visto dagli elementi 
preposti. 
4.2.4.2 Carichi 
La condizione di carico applicata è rappresentata dallo stato di spostamento imposto alle 
superfici di interfaccia in cui i valori delle componenti sono lette dal modello coarse. Non si 
considerano superfici di interfaccia: 
• quella di simmetria, peraltro già vincolata; 
• le superfici in contatto; 












4.3 Analisi dei risultati 
4.3.1 Mappa delle tensioni normali σyy 
In figura 4.8 è riportata la mappa delle tensioni normali σyy. Si può notare come il valore 
massimo si raggiunga nella zona d’estremità anche se in questo caso non essendoci lo spigolo 
vivo la tensione è finita in tutti i punti. 
 
Figura 4.8 – mappa della tensione normale σyy 
 
 




Il massimo si raggiunge nella zona di raccordo in un punto posto all’interno del segmento 
di contatto. 
4.3.2 Impronta di contatto 
 
 
Figura 4.10 – pressione di contatto in prossimità del raccordo d’estremità 
 
L’impronta di contatto continua a presentare una forma “svasata” in prossimità 
dell’estremità (figura 4.10) in questo caso con un raccordo laterale a differenza dello spigolo 
vivo apprezzato nel capitolo precedente. 
4.3.3 Pressione di contatto 
Osservando la figura 4.11, si possono distinguere tre zone di comportamento per la 
pressione di contatto: 
1. la prima, è caratterizzata da un andamento tipico Herziano per il contatto di punto 
tra corpi a doppia curvatura; 
2. la seconda, mostra l’andamento asintotico verso l’origine studiato nel capitolo 
precedente; 
3. la terza infine è quella in cui la pressione si stabilizza al valore di pressione sotto 






Figura 4.11 – andamento della pressione di contatto lungo la generatrice appartenente al 
piano di simmetria 
4.4 Studio del’andamento del massimo al variare del raggio di raccordo 
Lo studio successivo si è concentrato sull’analisi del comportamento della pressione di 
contatto lungo la generatrice appartenente al piano di simmetria nei confronti di variazioni del 
raggio di raccordo.  
In particolare, sono state effettuate una serie di prove con il secondo modello di mesh 
variando il raggio di raccordo in relazione all’impronta di contatto calcolata con i parametri 
del caso di riferimento visto nel capitolo precedente.  
I dati geometrici, costitutivi e di carico sono i seguenti: 
• rapporto raggi di curvatura dei cilindri pari ad 1.5 con raggio del cilindro 
interrotto di 1 mm; 
• modulo di elasticità di entrambi i cilindri pari a  E = 210000 Mpa (contatto 
acciaio su acciaio); 
• modulo di Poisson ν = 0.3; 
• condizione di spostamento imposto sulla superficie superiore del cilindro 
interrotto pari a 0.1 mm; 
• semimpronta di contatto derivante dai dati precedenti nella zona di validità 
della teoria di Hertz pari a 0.05 mm. 
Le finalità principali dell’analisi sono state, nel dettaglio: 
• osservare l’andamento del massimo di pressione in rapporto a variazioni del 
valore del raggio di raccordo; 
• osservare la larghezza delle tre zone descritte nel sottoparagrafo precedente, in 
particolare la prima; 
• capire la variazione della forma della curva sempre in relazione alla 





Figura 4.12 - variazione della pressione di contatto in funzione della dimensione del 
raccordo con origine nello stesso punto 
 
Figura 4.13 -  variazione della pressione di contatto in funzione della dimensione del 






Figura 4.14 - variazione della pressione di contatto in funzione della dimensione del 
raccordo con origine nel punto di inizio raccordo 
 
Le prove valide effettuate sono 7 con valori del raggio di raccordo compresi tra 1/4 e1/40 
dell’impronta di contatto. 
Nelle figure precedenti sono riportati gli andamenti delle pressioni di contatto per i raggi 
di raccordo esaminati, le curve presentate hanno gli stessi andamenti a meno del punto di 
origine. Per agevolare la comprensione del fenomeno è stato ritenuto utile riportare sulle 
ascisse: 
1. la distanza dal punto di inizio contatto (figura 4.12). In questo caso l’origine delle 
varie prove coincide ed è possibile apprezzare meglio la variazione di forma delle 
curve; 
2. la distanza dallo spigolo ideale in assenza di raccordo (figura 4.13), utile per il 
confronto con la pressione singolare vista nel capitolo precedente; 
3. la distanza dal punto di inizio raccordo (figura 4.14), utile per capire come si 
sposta la curva in rapporto alla dimensione del raggio. 
Dall’osservazione delle curve di pressione di contatto è possibile effettuare alcune 
considerazioni:  
• all’aumentare del raggio di raccordo, il massimo della pressione di contatto 
diminuisce in valore assoluto e si sposta allontanandosi dal punto di inizio 
contatto; 
• per raggi piccoli si ha un hertziano con un picco più alto ma anche con una 
base teorica inferiore mentre per raggi grandi presenta una “pancia” più 
grande, anche perché aumenta la superficie di raccordo in contatto 
(apprezzabile dalla figura 4.14); 
• i limiti inferiore e superiore di comportamento sono rappresentati 




di cilindri con spigolo vivo e dal comportamento puramente hertziano con 
andamento monotono crescente fino al piano di simmetria (impossibile da 




5 CONCLUSIONI E SVILUPPI FUTURI 
5.1 Conclusioni 
I risultati a cui si è pervenuti al termine del presente lavoro di tesi sono i seguenti: 
• comprensione del comportamento delle principali grandezze fisiche (tensioni, 
deformazioni, ecc.) in prossimità del bordo nel caso di: contatto tra corpi con 
superfici libere allineate di ugual materiale, corpi qualsiasi con superfici libere non 
allineate, presenza di un raccordo al posto dello spigolo vivo; 
• nel caso di ingranamento tra ruote con superfici libere allineate la pressione di 
bordo è risultata inferiore rispetto al valore di riferimento in ipotesi plane strain 
influenzata in maniera significativa dal valore del modulo di Poisson, una buona 
approssimazione è data dalla relazione: ( ) ( ) nPlaneStraibordo pp ⋅+⋅⋅−= νν 121 ;  
• determinazione di una relazione numerica approssimante la pressione di contatto 
all’estremità di un cuneo di spessore infinito in contatto con un semispazio elastico 
con un errore percentuale non superiore al 4 % in una zona non lontano dal bordo 
più di 10-1 volte la dimensione caratteristica l mostrata in figura; 
• determinazione di una relazione numerica approssimante la pressione di contatto 
all’estremità della generatrice maggiormente sollecitata nel contatto tra due cilindri 
di lunghezza diversa con un errore percentuale non superiore al 10 % in una zona 
non lontano dal bordo più di 10-1 volte l’impronta di contatto calcolata con la 
teoria di Hertz; 
• comprensione dell’influenza sulla pressione di contatto al bordo della 
sollecitazione esterna applicata, dei raggi di curvatura, dei moduli di elasticità e di 
Poisson dei cilindri in contatto; 
• comprensione dell’influenza della presenza di un raccordo d’estremità 
sull’andamento della pressione di contatto; 
• conoscenza della forma dell’impronta di contatto nel caso di cilindri con superfici 
di base allineate, non allineate e in presenza di un raccordo, in relazione ai 
principali parametri del problema. 
 
5.2 Eventuali sviluppi futuri 
Sviluppi futuri potrebbero prevedere la validazione della relazione approssimante 
presentata nel caso tridimensionale nel caso in cui lo spigolo in contatto presenti un angolo 
non retto (γ ≠ 90°) simulando così il caso di ruote cilindriche a denti elicoidali oppure 
potrebbe essere condotto uno studio sull’andamento del massimo di pressione in relazione al 
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! DETERMINAZIONE DELLA TENSIONE NORMALE ALL'INTERFACCIA 




/TITLE,CONTATTO CILINDRO - CILINDRO 
 
 
! DATI  
 
R1=10   ! RAGGIO DEL PRIMO CILINDRO  [mm] 
L1=20   ! LUNGHEZZA DEL PRIMO CILINDRO  [mm] 
R2=15   ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
L2=40   ! LUNGHEZZA DEL SECONDO CILINDRO [mm] 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 
NI=0.3  ! MODULO DI POISSON   
F=100   ! CARICO PER UNITà DI LUNGHEZZA [N/mm] 
NDIV=7   ! NUMERO DI DIVISIONI 
NDIVL=50  ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
SPACE=1/50  ! FATTORE DI INCREMENTO DELLA DIMENSIONE DELLA 
MESH IN SENSO ASSIALE 
SP=0.2  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 
ER1=3   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 
ER2=1   ! LIVELLO DI RIFINITURA NELLA ZONA PROSSIMA AL 
CONTATTO 
b=1.3   ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
F1=3*b   ! LARGHEZZA DELLA PRIMA BANDA DI INFITTIMENTO 















                                                 
7 Per i files su supporto informatico rivolgersi al dipartimento di costruzioni meccaniche, nucleari e della 







! DEFINIZIONE DELLA SEZIONE DEL PRIMO CILINDRO 
CYL4,,,0,270,R1,360 
! DEFINIZIONE DELLA SEZIONE DEL SECONDO CILINDRO 
CYL4,,-(R1+R2),0,0,R2,90 
 




















































































VSEL,S,VOLU,,2,3,,1   ! SELEZIONA IL SECONDO CILINDRO E 
















































































































































































































! DEFINIZIONE DI UN PATH AL FINE DI VALUTARE  




































/TITLE,CONTATTO CILINDRO - CILINDRO  
 
! DATI  
 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 











R1=1   ! RAGGIO DEL PRIMO CILINDRO  [mm] 
R2=1.5*R1  ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
A=R1*2/C3  ! PRIMO ESTREMO DELL'INTERVALLO 
SP=0.02*r1  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 
ER1=3   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 
ER2=1   ! LIVELLO DI RIFINITURA NELLA ZONA PROSSIMA AL 
CONTATTO 
b=(1/12)*R1  ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
F1=3*b   ! LARGHEZZA DELLA PRIMA BANDA DI INFITTIMENTO 
F2=2*b   ! LARGHEZZA DELLA SECONDA BANDA 
NDIV=120  ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
NDIV2=20  ! NUMERO DI DIVISIONI IN PIANTA 
smrtsz=4  ! livello di rifinitura della mesh 
eps=10**(-9) 
*AFUN,DEG 
ALFA=F1/R1*(180/3.14)  ! ANGOLO DEL SETTORE DI RIFINITURA 
ALFA2=F1/R2*(180/3.14)  
T=F2   ! DIMENSIONE DEL SETTORE DI RIFINITURA 















































































































VSEL,S,LOC,Y,-R1-EPS,-(R1+R2),,1   ! SELEZIONA IL SECONDO 































































































































































































































! DEFINIZIONE DI UN PATH AL FINE DI VALUTARE  

































































!/TITLE,CONTATTO CILINDRO - CILINDRO  
! 
! !!DATI  
!b=0.15   ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
!R1=1   ! RAGGIO DEL PRIMO CILINDRO  [mm] 
!R2=1.5*R1  ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
!SP=0.01*r1  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 
!NDIV=20   ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
!NDIV2=5   ! NUMERO DI DIVISIONI IN PIANTA 
!smrtsz=5  ! livello di rifinitura della mesh 
!SPACE=60 
!E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
!E2=70000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 












A=R1*2/C3  ! PRIMO ESTREMO DELL'INTERVALLO 
ER1=3   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 
ER2=1   ! LIVELLO DI RIFINITURA NELLA ZONA PROSSIMA AL 
CONTATTO 
F1=3*b   ! LARGHEZZA DELLA PRIMA BANDA DI INFITTIMENTO 
F2=2*b   ! LARGHEZZA DELLA SECONDA BANDA 
eps=10**(-9) 
*AFUN,DEG 
ALFA=F2/R1*(180/3.14)  ! ANGOLO DEL PRIMO SETTORE DI RIFINITURA 
ALFA2=F2/R2*(180/3.14)  
ALFA3=F1/R1*(180/3.14)  ! ANGOLO DEL SECONDO SETTORE DI 
RIFINITURA 
ALFA4=F1/R2*(180/3.14)  
T=F2    ! DIMENSIONE DEL SETTORE DI RIFINITURA 


















































































































































































































VSEL,S,LOC,Y,-R1-EPS,-(R1+R2),,1   ! SELEZIONA IL SECONDO 



































































































































! DEFINIZIONE DI UN PATH AL FINE DI VALUTARE  


























































/TITLE,CONTATTO CILINDRO - CILINDRO  
 
! DATI  
 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 











R1=1   ! RAGGIO DEL PRIMO CILINDRO  [mm] 
R2=1.5*R1  ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
A=R1*2/C3  ! PRIMO ESTREMO DELL'INTERVALLO 
SP=0.02*r1  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 
ER1=3   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 
ER2=1   ! LIVELLO DI RIFINITURA NELLA ZONA PROSSIMA AL 
CONTATTO 
b=(1/12)*R1  ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
F1=3*b   ! LARGHEZZA DELLA PRIMA BANDA DI INFITTIMENTO 
F2=2*b   ! LARGHEZZA DELLA SECONDA BANDA 
































! DEFINIZIONE DELLA SEZIONE DEL PRIMO CILINDRO 
CYL4,,,0,270,R1,360 



















































































































VSEL,S,LOC,Y,-R1-EPS,-(R1+R2),,1   ! SELEZIONA IL SECONDO 






















































































































































! DEFINIZIONE DI UN PATH AL FINE DI VALUTARE  























































! DETERMINAZIONE DELLA TENSIONE NORMALE ALL'INTERFACCIA 




/TITLE,CONTATTO CILINDRO - PIANO 
 
 
! DATI  
 
R=10   ! RAGGIO DEL CILINDRO  [mm] 
L=35   ! LUNGHEZZA DEL CILINDRO [mm] 
E=210000  ! MODULO DI YOUNG DELL'ACCIAIO [N/mm^2] 
NI=0.2  ! MODULO DI POISSON   
EPS1=0.1 
!F=100   ! CARICO PER UNITà DI LUNGHEZZA [N/mm] 
NDIV=20   ! NUMERO DI DIVISIONI 
NDIVL=60  ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
SPACE=1/100  ! FATTORE DI INCREMENTO DELLA DIMENSIONE 
DELLA MESH IN SENSO ASSIALE 
SP=0.2  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO 
ER1=3   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 
ER2=2   ! RIFINITURA NELLA ZONA  FINALE 
b=0.8   ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
F1=3*b   ! LARGHEZZA DELLA PRIMA BANDA DI INFITTIMENTO 










! DEFINIZIONE DELLA SEZIONE DEL CILINDRO 
CYL4,,,0,270,R,360 
 

















































































































































































































































! DEFINIZIONE DI UN PATH AL FINE DI VALUTARE  




















































/TITLE,CONTATTO CILINDRO - CILINDRO PLANE STRAIN 
 
! DATI  
 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 













































































































































































! DETERMINAZIONE DELLA PRESSIONE DI CONTATTO 




/TITLE,PRESSIONE DI CONTATTO DEL DENTE CON MODELLO PIASTRA  
 
 
! DATI  
 
L1=10   ! ALTEZZA DEL DENTE    [mm] 
L2=50   ! LARGHEZZA DI FASCIA DELLA RUOTA [mm] 
H=5   ! LARGHEZZA DEL DENTE   [mm] 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 
NI=0.3  ! MODULO DI POISSON   
NDIV=10   ! NUMERO DI DIVISIONI 
NDIVL=50  ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
RATIO=1/NDIV  ! RAPPORTO TRA LE DIMENSIONI DI DUE ELEMENTI 
CONSECUTIVI 
SP=0.2  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO  
ER1=1   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 































































































! DEFINIZIONE DELLA SEZIONE DEL PRIMO CILINDRO 
CYL4,,,0,270,R1,360 
! DEFINIZIONE DELLA SEZIONE DEL SECONDO CILINDRO 
CYL4,,-(R1+R2),0,0,R2,90 
 






!MSHKEY,1   !GENERA UNA MESH DI TIPO MAPPED 
AMESH,ALL 
 










































































VSEL,S,VOLU,,2,3,,1   ! SELEZIONA IL SECONDO CILINDRO E 








































































































































parsav,all,temp,txt  !! salva i parametri correnti nel file temp.txt 
/clear    !! ulteriore clear per ciclare tra una posizione d'ingranamento e 
l'altra 
parres,new,temp,txt  !! recupero i parametri prima salvati 
 
I=J+0 
b=0.075   ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
R1=1 
R2=R1  ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
SP=0.01*J*R1  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 
NDIV=20   ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
NDIV2=5   ! NUMERO DI DIVISIONI IN PIANTA 
smrtsz=5  ! livello di rifinitura della mesh 
SPACE=60 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=70000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 



































































! DEFINIZIONE DI UN PATH AL FINE DI VALUTARE  
































































/TITLE,CONTATTO CILINDRO - CILINDRO  
 
*CREATE,PARAMETRI 
 DATI  
b=0.0573  ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
R1=1   ! RAGGIO DEL PRIMO CILINDRO  [mm] 
R2=1.5*R1  ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
SP=0.02*r1  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 
NDIV=20   ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
NDIV2=15  ! NUMERO DI DIVISIONI IN PIANTA 
smrtsz=5  ! livello di rifinitura della mesh 
SPACE=120 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 











A=R1*2/C3  ! PRIMO ESTREMO DELL'INTERVALLO 
ER1=3   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 
ER2=1   ! LIVELLO DI RIFINITURA NELLA ZONA PROSSIMA AL 
CONTATTO 
F1=3*b   ! LARGHEZZA DELLA PRIMA BANDA DI INFITTIMENTO 
F2=2*b   ! LARGHEZZA DELLA SECONDA BANDA 
eps=10**(-9) 
*AFUN,DEG 
ALFA=F2/R1*(180/3.14)  ! ANGOLO DEL PRIMO SETTORE DI RIFINITURA 
ALFA2=F2/R2*(180/3.14)  
ALFA3=F1/R1*(180/3.14)  ! ANGOLO DEL SECONDO SETTORE DI 
RIFINITURA 
ALFA4=F1/R2*(180/3.14)  



















































































































































































VSEL,S,LOC,Y,-R1-EPS,-(R1+R2),,1   ! SELEZIONA IL SECONDO 


























































































































































































































!INSERIMENTO DEGLI ELEMENTI TARGET 












































































/TITLE,CONTATTO CILINDRO - CILINDRO  
 
*CREATE,PARAMETRI 
 !DATI  
b=0.06 !573  ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
R1=1   ! RAGGIO DEL PRIMO CILINDRO  [mm] 
R2=1.5*R1  ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
SP=0.02*r1  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 
NDIV=30   ! NUMERO DI DIVISIONI IN SENSO ASSIALE 
NDIV2=15  ! NUMERO DI DIVISIONI IN PIANTA 
smrtsz=5  ! livello di rifinitura della mesh 
SPACE=120 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=140000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 














A=R1*2/C3  ! PRIMO ESTREMO DELL'INTERVALLO 
ER1=3   ! PRIMO LIVELLO DI RIFINITURA 
ER2=1   ! LIVELLO DI RIFINITURA NELLA ZONA PROSSIMA AL 
CONTATTO 
F1=3*b   ! LARGHEZZA DELLA PRIMA BANDA DI INFITTIMENTO 
F2=2*b   ! LARGHEZZA DELLA SECONDA BANDA 
eps=10**(-9) 
*AFUN,DEG 
ALFA=F2/R1*(180/3.14)  ! ANGOLO DEL PRIMO SETTORE DI RIFINITURA 
ALFA2=F2/R2*(180/3.14)  
ALFA3=F1/R1*(180/3.14)  ! ANGOLO DEL SECONDO SETTORE DI 
RIFINITURA 
ALFA4=F1/R2*(180/3.14)  
T=F2    ! DIMENSIONE DEL SETTORE DI RIFINITURA 

















































































































































































































VSEL,S,LOC,Y,-R1-EPS,-(R1+R2),,1   ! SELEZIONA IL SECONDO 




























































































































































































































































!INSERIMENTO DEGLI ELEMENTI TARGET 














































































































parsav,all,temp,txt  !! salva i parametri correnti nel file temp.txt 
/clear    !! ulteriore clear per ciclare tra una posizione d'ingranamento e 
l'altra 
parres,new,temp,txt  !! recupero i parametri prima salvati 
 
I=J-1 
b=0.075   ! STIMA DELLA SEMILARGHEZZA DELL'IMPRONTA 
R1=1 
R2=3*R1   ! RAGGIO DEL SECONDO CILINDRO  [mm] 
SP=0.01*R1  ! SPOSTAMENTO IMPOSTO AL PRIMO CORPO 




NDIV2=30   ! NUMERO DI DIVISIONI IN PIANTA 
smrtsz=4  ! livello di rifinitura della mesh 
SPACE=220 
E1=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL PRIMO CORPO [N/mm^2] 
E2=210000  ! MODULO DI YOUNG DEL SECONDO CORPO 







































































! DEFINIZIONE DI UN PATH AL FINE DI VALUTARE  
































































% Inserimento DATI 
 
p= [0.774013 0.796191 0.814435 0.829705 0.842674 
   0.751509 0.774013 0.7928 0.808724 0.822394 
   0.732494 0.754993 0.774013 0.790308 0.804427 
   0.716206 0.738496 0.757543 0.774013 0.7884 





















for i= 1:j, 
    for k= 1:j2, 
        rstar=1/(1/R1+1/R2); 
        estar(i,k)=1/(((1-ni1^2)/E1(i))+((1-ni2^2)/E2(k))); 
        nistar=1/(1/ni1+1/ni2); 
        b(i,k)=((2*4*F*rstar)/(pi*estar(i,k)))^0.5; 
        k1=0.924893; 
        k2(i,k)=(1+(E1(i)-E2(k))/(10*E1(i))); 
        k3=(1-(ni1-0.3)); 
        ks(i,k)=(k1*k2(i,k)*k3*(F/b(i,k))*(1/(b(i,k)*(1-nistar)))^(esponente(i,k))); 
    end 
end 
 
% Rappresentazione grafica 
 
% for i=1:j, 
%     for k=1:i, 






% for i=1:j, 
%     for k=1:i 






title('Variazione di K - Moduli di Young') 
xlabel('Modulo di Young del cilindro superiore') 








title('Variazione di K - Moduli di Young') 
xlabel('Modulo di Young del cilindro superiore') 




















% Creazione della matrice delle costanti k 
 
j=length(F); 
for i= 1:j, 
        rstar=1/(1/R1+1/R2); 
        estar=1/(((1-ni1^2)/E1)+((1-ni2^2)/E2)); 
        nistar=1/(1/ni1+1/ni2); 
        b(i)=((2*4*F(i)*rstar)/(pi*estar))^0.5; 
        k1=0.924893; 




        k3=(1-(ni1-0.3)); 
        ks(i)=(k1*k2*k3*(F(i)/b(i))*(1/(b(i)*(1-nistar)))^(-esponente)); 
    end 
 
kstar=[ 3.1567e+003 2.0213e+003 4.1673e+003 5.1228e+003 5.9836e+003];    




title('Variazione di K - Carico applicato per unità di lunghezza') 







% Inserimento DATI 
 
p= [0.774013 0.776499 0.781614 0.789659 0.801152  
    0.771523 0.774013 0.779137 0.787203 0.798733 
    0.766375 0.768872 0.774013 0.782115 0.793714 
    0.758205 0.760709 0.765868 0.774013 0.785705 






















for i= 1:j, 
    for k= 1:j2, 
        rstar=1/(1/R1+1/R2); 
        estar(i,k)=1/(((1-ni1(i)^2)/E1)+((1-ni2(k)^2)/E2)); 
        nistar(i,k)=1/(1/ni1(i)+1/ni2(k)); 
        b(i,k)=((2*4*F*rstar)/(pi*estar(i,k)))^0.5; 




        k2=(1+(E1-E2)/(10*E1)); 
        k3(i)=(1-(ni1(i)-0.3)); 
        ks(i,k)=(k1*k2*k3(i)*(F/b(i,k))*(1/(b(i,k)*(1-nistar(i))))^(esponente(i,k))); 
    end 
end 
 
% Rappresentazione grafica 
 
% for i=1:j, 
%     for k=1:i, 
%     E1s(i,k)=E1(k) 
% end 
% end 
% for i=1:j, 
%     for k=1:i 






title('Variazione di K - Moduli di Poisson') 
xlabel('Modulo di Poisson del cilindro superiore') 





title('Variazione di K - Moduli di Poisson') 
xlabel('Modulo di Poisson del cilindro superiore') 





title('Variazione di K - Moduli di Poisson') 
xlabel('Modulo di Poisson del cilindro superiore') 





























for i= 1:j, 
    for k= 1:j2, 
        rstar(i,k)=1/(1/R1(i)+1/R2(k)); 
        estar=1/(((1-ni1^2)/E1)+((1-ni2^2)/E2)); 
        nistar=1/(1/ni1+1/ni2); 
        b(i,k)=((2*4*F*rstar(i,k))/(pi*estar))^0.5; 
        k1=0.924893; 
        k2=(1+(E1-E2)/(10*E1)); 
        k3=(1-(ni1-0.3)); 
        ks(i,k)=(k1*k2*k3*(F/b(i,k))*(1/(b(i,k)*(1-nistar)))^(esponente)); 
    end 
end 
 
% Rappresentazione grafica 
 
% for i=1:j, 
%     for k=1:i, 
%     E1s(i,k)=E1(k) 
% end 
% end 
% for i=1:j, 
%     for k=1:i 






title('Variazione di K - Raggi di Curvatura') 
xlabel('Raggio di curvatura del cilindro superiore') 





title('Variazione di K - Raggi di Curvatura') 
xlabel('Raggio di curvatura del cilindro superiore') 







surf(log(R1),log(R2),ks');                              
 shading interp;                        
  colormap(jet);  
title('Variazione di K - Raggi di Curvatura') 
xlabel('Raggio di curvatura del cilindro superiore [Log]') 













































                                                 















E2=210000;   










p=-M(j,2);    %nota: è il valore della pressione massima hertziana calcolata con il modello 








































legend('Dundurs & Lee','Ansys',0) 
title('Pressione - Distanza dal Bordo') 
xlabel('Distanza dal Bordo / semimpronta [Log]') 






legend('Errore Percentuale (valore assoluto)',0) 
title('Errore % - Distanza dal Bordo') 
xlabel('Distanza dal Bordo / semimpronta') 





legend('Dundurs & Lee','Ansys',0) 
title('Pressione - Distanza dal Bordo') 
xlabel('Distanza dal Bordo / semimpronta [Log]') 








legend('Dundurs & Lee','Ansys',0) 
title('Pressione - Distanza dal Bordo') 
xlabel('Distanza dal Bordo / semimpronta [Log]') 






APPENDICE C: FILES MATHEMATICA® 
 
calcolo_esponenti.nb 
 
 
 
 
